§4. Offene und abgeschlossene Teilmengen

Definition (4.1)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C X wird offen
genannt, wenn fiir jedes x € U ein e € R™ mit B-(x) C U existiert.




Offene Intervalle sind offen

Proposition (4.2)

Jedes offene Intervall Ja, b[ C R ist eine offene Teilmenge beziiglich
der Standard-Metrik d(x,y) = |x — y|.




Offene Balle sind offen

Proposition (4.3)

Ist (X, d) ein metrischer Raum, dann ist jeder offene Ball B,(x)
eine offene Teilmenge von X.
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Metrische Raume als topologische Raume

Satz (4.5)
Sei (X, d) ein metrischer Raum. Dann gilt
(i) Die Teilmengen @ und X sind offen.
(i) Sind U und V offen, dann auch die Schnittmenge UN V.

(iii) Ist (U;)ies eine Familie offener Teilmengen, dann ist auch die
Vereinigung | J;., U; offen.

i€l

Ist X eine Menge, dann wird ein System .7 von Teilmengen von X
mit den Eigenschaften (i) bis (iii) eine Topologie auf X genannt.
Das Paar (X, .7) bezeichnet man dann als topologischen Raum.



[Reseis (o {%;P (%.S> T3 \X‘J) mebred s >

2 0) P (> Swd e

Oeu ok wne X = i ¢ \/xﬁt&kieP_\@ch(q%(?@$:t>
Ouan gl blensil bt Bex) ={ye X ld(x\gﬂ“‘] <X
MHenha ol o &7 22q . Wxey FeeRY: Rw) <& |

\aeé"\ Aws«?x 0\3-' FO*(*—m ‘\7/)(632‘.... \A‘ \AaL\r ! z
D Rk L
) Sen (U) g 8¢ Soomils oo Tolimsngen

= & S Xcu "’3‘(61:'
2’%—-- U’EU( 5%

we U: Whpot offen ™ JeelRt . B,0D < U
“ u\g\,u -——»Bt(K)gu




Umgebung eines Punkts in einem metrischen Raum

Definition (4.6)

Sei (X, d) ein metrischer Raum und x € X. Eine Teilmenge U C X
wird Umgebung von x genannt, wenn ein ¢ € R™ mit B.(x) C U
existiert.

Proposition (4.7)

Seien die Bezeichnungen wie in der Umgebungsdefinition gewahlt.
Eine Teilmenge U von X ist genau dann eine Umgebung von
x € X, wenn eine offene Menge V mit V C U und x € V existiert.
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Bedeutung des Umgebungsbegriffs fiir die Konvergenz

Die Konvergenz von Folgen kann auch mit Hilfe von Umgebungen
beschrieben werden: Eine Folge (x,)nev in einem metrischen Raum
(X, d) konvergiert genau dann gegen einen Punkt a € X, wenn fir
jede Umgebung U von a ein N € IN existiert, so dass x, € U fiir
alle n > N erfullt ist.



Die Hausdorffsche Trennungseigenschaft

Proposition (4.8)
Sei X ein metrischer Raum, und seien x, y € X mit x # y. Dann
gibt es Umgebungen U von x und V von y mit UNV = &.
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Charakterisierung stetiger Abbildungen

Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen
(X,dx) und (Y,dy), und sei a € X. Genau dann ist f stetig in a,
wenn fiir jede Umgebung V von f(a) die Urbildmenge f~1(V) eine
Umgebung von a ist.

Folgerung (4.10)

Eine Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Raumen ist genau
dann stetig, wenn das Urbild f~1(V) jeder offenen Menge V C Y
offen ist.
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Definition abgeschlossener Mengen

Definition (4.11)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge V C X wird
(genau dann) als abgeschlossen bezeichnet, wenn ihr Komplement
U= X\ V offen ist.

wichtig:

Die Aussage ,, Y ist abgeschlossen” ist nicht gleichbedeutend mit
der Aussage ,, Y ist nicht offen”. Es gibt Teilmengen metrischer
R3aume, die offen und abgeschlossen sind, und ebenso Teilmengen,
die offen abgeschlossen sind!



Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen

Proposition (4.12)

Die abgeschlossenen Intervalle in R der Form [a, b] C R mit
a,b € R, a < b sind abgeschlossen.
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Abgeschlossene Bille sind abgeschlossen

Proposition (4.13)

Sei (X, d) ein metrischer Raum, a € X und r € R™. Dann ist der
abgeschlossene Ball B,(a) um a vom Radius r abgeschlossen.




