
§ 3. Stetigkeit

Definition (3.1)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume. Eine Abbildung
f : X → Y wird stetig in einem Punkt a ∈ X bezüglich der
Metriken dX und dY genannt, wenn für jede Folge (x (n))n∈N die
Implikation

lim
n→∞

x (n) = a in (X , dX ) ⇒ lim
n→∞

f (x (n)) = f (a) in (Y , dY )

gilt. Wir bezeichnen f insgesamt als stetig, wenn f in jedem Punkt
x ∈ X stetig ist.



Stetigkeit der Koordinatenfunktionen

Proposition (3.4)

Für jedes i ∈ {1, ...,m} ist die i-te Koordinatenfunktion

πi : Rm → R , (x1, ..., xm) 7→ xi

eine stetige Funktion.



ε-δ-Kriterium für metrische Räume

Satz (3.5)

Seien (X , dX ) und (Y , dY ) metrische Räume. Eine Abbildung
f : X → Y ist genau dann stetig im Punkt a bezüglich dX und dY ,
wenn für jedes ε ∈ R+ ein δ ∈ R+ existiert, so dass die Implikation

dX (a, x) < δ ⇒ dY (f (a), f (x)) < ε

für alle x ∈ X erfüllt ist.



Stetigkeit Rd -wertiger Funktionen

Proposition (3.6)

Sei (X , dX ) ein metrischer Raum, r ∈ N und f : X → Rd eine
Funktion mit den Komponenten f1, ..., fd : X → R, so dass also
f (x) = (f1(x), ..., fd(x)) für alle x ∈ X gilt. Genau dann ist f in
einem Punkt a ∈ X stetig, wenn die Funktionen f1, ..., fd alle in a
stetig sind.









Stegtigkeit zusammengesetzter Funktionen

Proposition (3.7)

Die folgenden Abbildungen α : R2 → R, (x , y) 7→ x + y ,
µ : R2 → R, (x , y) 7→ xy und δ : R×R× → R, (x , y) 7→ x

y sind
stetig.

Folgerung (3.8)

Sei (X , dX ) ein metrischer Raum, und seien f , g : X → R stetige
Funktionen. Dann sind auch die Funktionen

(f + g)(x) = f (x) + g(x) und (fg)(x) = f (x)g(x) stetig.

Gilt zusätzlich g(x) 6= 0 für alle x ∈ X , dann ist auch
(f /g)(x) = f (x)/g(x) stetig.







Ein Anwendungsbeispiel

Proposition (3.9)

Die Funktion f : R2 → R, (x , y) 7→ x3y + 5xy

x2 + y4 + 1
ist stetig.





Die Stetigkeit der Normfunktion

Lemma (3.10)

Sei (V , ‖ · ‖) ein normierter R-Vektorraum. Dann gilt

|‖v‖ − ‖w‖| ≤ ‖v − w‖ für alle v ,w ∈ V .

Folgerung (3.11)

Sei (V , ‖ · ‖) ein normierter R-Vektorraum. Dann ist V → R,
x 7→ ‖x‖ eine stetige Funktion.





Homömorphismen zwischen metrischen Räumen

Definition (3.12)

Eine Abbildung f : X → Y zwischen metrischen Räumen (X , dX )
und (Y , dY ) wird Homöomorphismus genannt, wenn sie bijektiv,
stetig und die Umkehrabbildung f −1 : Y → X ebenfalls stetig ist.
Metrische Räume, zwischen denen ein Homöomorphismus existiert,
nennt man homöomorph.

Das folgende Beispiel zeigt, dass Homöomorphismen auch zwischen
Räumen ganz unterschiedlicher Gestalt existieren können.

Proposition (3.13)

Sei ‖ · ‖ eine beliebige Norm auf V = Rn. Dann ist der offene Ball
B1(0V ) vom Radius 1 um den Ursprung homöomorph zum Rn.







Definition der Polarkoordinaten

Satz (3.14)

(i) Die Abbildung φ : R→ R2 gegeben durch
ϕ 7→ (cos(ϕ), sin(ϕ)) ist stetig, und für jedes halboffene
Intervall I der Länge 2π ist die eingeschränkte Abbildung ϕ|I
eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.

(ii) Die Abbildung ρpol : R+ ×R→ R2,
(r , ϕ) 7→ (r cos(ϕ), r sin(ϕ)) wird Polarkoordinaten-Abbildung
genannt. Für jedes Intervall I wie unter (i) ist auch ρpol|R+×I
eine stetige Bijektion auf ihre Bildmenge.



Stetigkeit und Bijektivität nicht hinreichend für
Homöomorphismus

Wie soeben gezeigt, ist die Abbildung φ : [0, 2π[→ R2,
ϕ 7→ (cos(ϕ), sin(ϕ)) stetig und eine Bijektion auf ihre
Bildmenge, den Einheitskreis.

Die Abbildung ist aber kein Homöomorphismus, denn die
Umkehrabbildung ist nicht stetig!







Definition der Zylinder- und Kugelkoordinaten

Satz (3.15)

Sei I ein halboffenes Intervall der Länge 2π.

(i) Die Abbildung ρzyl : R+ ×R×R→ R3,
(r , ϕ, h) 7→ (r cos(ϕ), r sin(ϕ), h) ist stetig, und die
Einschränkung ρzyl|MI

auf MI = R+ × I ×R ist eine stetige
Bijektion auf ihre Bildmenge.

(ii) Die Abbildung ρkug : R+ ×R×R→ R3 gegeben durch

(r , ϑ, ϕ) 7→ (r sin(ϑ) cos(ϕ), r sin(ϑ) sin(ϕ), r cos(ϑ))

ist ebenfalls stetig, und die Einschränkung ρkug|NI
auf

NI = R+×]0, π[×I ist eine stetige Bijektion auf ihre
Bildmenge.

Die Abbildung ρzyl wird Zylinderkoordinaten-Abbildung, die
Abbildung ρkug Kugelkoordinaten-Abbildung genannt.


