
§ 2. Konvergenz in metrischen Räumen

Definition (2.1)

Sei (X , d) ein metrischer Raum, (x (n))n∈N eine Folge in X und
a ∈ X ein Punkt. Man sagt, die Folge konvergiert in (X , d) gegen
a und schreibt

lim
n→∞

x (n) = a ,

wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert, so dass x ∈ Bε(a) für
alle n ≥ N gilt. Der Punkt a wird in diesem Fall ein Grenzwert der
Folge genannt. Eine Folge, die gegen keinen Punkt von X
konvergiert, bezeichnet man als divergent.

Nach Definition ist die Bedingung x ∈ Bε(a) äquivalent zu
d(x , a) < ε. Die Konvergenz der Folge (x (n))n∈N ist also
äquivalent dazu, dass

lim
n→∞

d(x (n), a) = 0 gilt. (1)





Konvergenz in der Ebene

x (1)

x (2)
x (4) x (3)



Eindeutigkeit des Grenzwerts

Proposition (2.2)

Jede Folge in einem metrischen Raum hat höchstens einen
Grenzwert.

Proposition (2.3)

Sei X eine beliebige Menge. Eine Folge (x (n))n∈N im metrischen
Raum (X , δX ) ausgestattet mit der diskreten Topologie konvergiert
genau dann gegen einen Punkt a ∈ X , wenn ein N ∈ N mit
x (n) = a für alle n ≥ N existiert.







Äquivalente Normen ⇒ gleicher Konvergenzbegriff

Proposition (2.4)

Sei V ein R-Vektorraum mit zwei äquivalenten Normen ‖ · ‖ und
‖ · ‖′, und seien d , d ′ die beiden von den Normen induzierten
Metriken. Sei a ∈ V und (x (n))n∈N eine Folge. Genau dann
konvergiert die Folge (x (n))n∈N gegen a im metrischen Raum
(V , d), wenn sie im metrischen Raum (V , d ′) gegen a konvergiert.







Konvergenz im Rm

Satz (2.5)

Sei m ∈ N. Eine Folge (x (n))n∈N im Rm konvergiert genau dann

gegen einen Punkt a ∈ Rm, wenn lim
n→∞

x
(n)
k = ak für 1 ≤ k ≤ m

erfüllt ist.









Cauchyfolgen in metrischen Räumen

Definition (2.6)

Eine Folge (x (n))n∈N ein einem metrischen Raum (X , d) wird
Cauchyfolge genannt, wenn für jedes ε ∈ R+ ein N ∈ N existiert,
so dass d(x (m), x (n)) < ε für alle m, n ∈ N mit m, n ≥ N gilt.

Proposition (2.7)

Sei V ein R-Vektorraum mit zwei äquivalenten Normen ‖ · ‖ und
‖ · ‖′, und seien d , d ′ die beiden von den Normen induzierten
Metriken. Sei (x (n))n∈N eine Folge. Genau dann ist die Folge
(x (n))n∈N eine Cauchyfolge in (V , d), wenn sie eine Cauchyfolge in
(V , d ′) ist.



Vollständige metrische Räume

Definition (2.8)

Ein metrischer Raum (X , d) heißt vollständig, wenn jede
Cauchyfolge in (X , d) konvergiert. Ein normierter R-Vektorraum,
der vollständig bezüglich der induzierten Metrik ist, wird
Banachraum genannt.

Anmerkungen:

Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine
Cauchyfolge.

Es gibt Cauchyfolgen in metrischen Räumen, die nicht
konvergieren.





Vollständigkeit in endlicher Dimension

Satz (2.9)

Jeder normierte, endlich-dimensionale R-Vektorraum (V , ‖ · ‖) ist
ein Banachraum.






