§1. Normen und Metriken

Erinnerung:

Definition (16.10)

Eine Norm auf einem RR-Vektorraum V ist eine Abbildung
|- ]| : V — R4 mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Fiir jedes v € V gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0y, ist.
(ii) Es gilt [[Av|| = |\|||lv] fir alle A€ Rund v € V.
(iii) Fir alle viw € V gilt ||[v+ w| < |v] + ||w].




Aquivalenz von Normen

Definition (1.5)

Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem R-Vektorraum V' werden
als dquivalent bezeichnet, wenn reelle Konstanten 1,72 > 0 mit
der Eigenschaft

nixll < IxlP < llx||  fiir alle x € V existieren.

Offenbar gleichwertig mit dieser Bedingung ist die Existenz von
reellen Konstanten 61, d> > 0 mit ||x|| < d1]|x]|" und ||x]|" < &2 x]|
fiir alle x € V.



Geometrische Interpretation der Normaquivalenz, Teil |

Fiir alle r € RT und a € V bezeichnen wir mit
B = {xeV]|x-a|<r}

bzw. )
Bir(@) = {xeV]lx—a|<r}

den offenen bzw. abgeschlossenen Ball vom Radius r um den
Punkt a beziiglich der Norm || - ||



Geometrische Interpretation der Normaquivalenz, Teil |l

Proposition (1.6)

Sei § € R*. Dann ist die Ungleichung || x|’ < d]|x]| fiir alle x € V
gleichbedeutend mit By (a) € Bj.|s,(a) fir a€ V und r € RY.
Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die abgeschlossenen

&
@

{xeR*||xll, <1} {xeR?||lxll, < 1} {xeR*[lxlloe <1}
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Aquivalenz von Normen auf dem R”

Lemma (1.8)

Seien V, W zwei R-Vektorraume, ¢ : W — V eine injektive lineare
Abbildung und || - || eine Norm auf V. Dann ist durch
lw||" = [|¢(w)|| eine Norm auf W definiert.

Auf jedem endlich-dimensionalen R-Vektorraum V sind je zwei
Normen aquivalent.
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Definition der metrischen Raume

Definition (1.9)
Sei X eine Menge. Eine Metrik auf X ist eine Abbildung
d: X x X = R mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Fir alle x,y € X gilt d(x,y) = 0 genau dann, wenn x = y ist.
(ii) Es gilt d(x,y) = d(y,x) fir alle x,y € X.

(iii) Fur alle x,y, z gilt d(x,z) < d(x,y) + d(y, z).
(Dreiecksungleichung)

Das Paar (X, d) bezeichnet man als metrischen Raum.




Definition der offenen und abgeschlossenen Bille

Definition (1.10)

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Fiir jeden Punkt x € X und jede
Zahl r € R" bezeichnet man B,(x) = {y € X | d(x,y) < r} bzw.
B/(x) = {y € X | d(x,y) < r} als den offenen bzw. den
abgeschlossenen Ball vom Radius r um den Punkt x.




Definition der induzierten Metrik

Proposition (1.11)

Sei (V.|| - |) ein normierter Raum und X C V eine Teilmenge.
Dann ist durch die Definition d(x,y) = ||x — y|| fiir x,y € X eine
Metrik auf X gegeben. Man nennt sie die von der Norm || - ||
induzierte Metrik.




Beispiel: diskrete Metrik auf einer Menge

Definition (1.12)

Auf jeder Menge X ist die diskrete Metrik §x folgendermalBen
definiert: Fiir alle x € X ist dx(x,x) = 0, und fiir alle x,y € X mit
X # y setzt man 0x(x,y) = 1.

Anmerkung: Die diskrete Metrik ist keine induzierte Metrik.
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