Definition der positiv definiten Matrizen

Definition (16.13)

Eine Matrix A € ., r wird als positiv definit bezeichnet, wenn die
(eindeutig bestimmte) Bilinearform b auf R” mit der Darstellungs-
matrix .#g,(b) = A beziiglich der Einheitsbasis &, positiv definit
ist.

Dies ist gleichbedeutend mit ‘vAv > 0 fiir alle v # ORn.



Das Hurwitz-Kriterium fiir positiv definite Matrizen

Sei A € ., R eine symmetrische Matrix und Ay jeweils die linke
obere k x k-Teilmatrix, fiir 1 < k < n. Genau dann ist A positiv
definit, wenn det(Ax) > 0 fiir 1 < k < n erfiillt ist.




Definition orthogonaler und selbstadjungierter
Endomorphismen

Definition (16.15)

Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum. Man bezeichnet einen
Endomorphismus ¢ von V als orthogonal, wenn

b(é(v), p(w)) = b(v, w) fiir alle v,w € V gilt, und symmetrisch
oder auch selbstadjungiert, wenn b( (v),w) = b(v, d(w)) fir alle
v,w e V gilt.




Darstellungsmatrizen orthogonaler und selbstadjungierter
Endomorphismen

Lemma (16.16)

Eine Matrix A € ., r ist symmetrisch genau dann, wenn
(Av,w) = (v, Aw) fiir alle v,w € R" erfiillt ist.

Proposition (16.17)

Sei (V, b) ein euklidischer Vektorraum, % eine ON-Basis von V/,
¢V — V ein Endomorphismus und A = .#Z(¢). Der
Endomorphismus ¢ ist genau dann orthogonal, wenn A orthogonal
ist und genau dann selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist.
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Eine Sesquilinearform auf dem C”

Sei (-,+) : C" x C" — C die Abbildung definiert durch

n

(v,w) = ZVka fir v=_(v1,...,vn), w=(w,..., wp).
k=1

Die erfiillt fiir alle v, v/, w,w’ € C" und X € C die Rechenregeln

Ist V' ein C-Vektorraum, dann bezeichnet man eine Abbildung
b:V x V — C mit solchen Eigenschaften als hermiteschen
Sesquilinearform.



Der Satz iiber die Hauptachsentransformation

Proposition (16.18)

Jede symmetrische Matrix A € .#, r besitzt einen reellen
Eigenwert.

Sei A € 4, r symmetrisch. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
T, so dass D = 'TAT eine Diagonalmatrix ist.
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Eigenschaften komplexer Matrizen

Definition (16.20)

Eine Matrix A € .#), ¢ heiBt unitdr, wenn tAA = E() ynd
hermitesch, wenn ®A = A gilt. Die unitdren Matrizen bilden eine
Gruppe, die sog. unitdre Gruppe U(n).




§1. Normen und Metriken

Erinnerung:

Definition (16.10)

Eine Norm auf einem RR-Vektorraum V ist eine Abbildung
|- ]| : V — R4 mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Fiir jedes v € V gilt ||v|| = 0 genau dann, wenn v = 0y, ist.
(ii) Es gilt [[Av|| = |\|||lv] fir alle A€ Rund v € V.
(iii) Fir alle viw € V gilt ||[v+ w| < |v] + ||w].




Definition der p-Normen

Satz (1.1)
Auf dem RR-Vektorraum V = R" ist fiir jedes p € R, p > 1 durch

||X||P = (/ 27:1 |Xi|p , X = (X17 "'7Xn) eV

eine Norm definiert, die sogenannte p-Norm. Eine weitere Norm
erhalt man durch

Ixlloo = max{|xil,...,|xa|} , die Supremumsnorm.
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Die Holdersche Ungleichung

Seien p,g € R, p,g > 1 mit%+%:1 und x,y € R4. Dann gilt

xieytla < XY

- P q

Die folgende Holdersche Ungleichung wird bendtigt, um fiir die
p-Normen die Dreiecksungleichung zu beweisen.

Proposition (1.3)

Seien x,y € R", x = (x1,...,x,) und y = (y1, ..., ¥n), und seien
p,qg € R mit p,g > 1 und % + % = 1 vorgegeben. Dann gilt

n
Yolxil-il < Ixllsllyllg
i=1




Bedeutung der co-Norm

Proposition (1.4)

y P -
Fiir alle x € R" gilt pI|_>rTC1>O Ix]lp = [|x]co-




Aquivalenz von Normen

Definition (1.5)

Zwei Normen || - || und || - ||" auf einem R-Vektorraum V' werden
als dquivalent bezeichnet, wenn reelle Konstanten 1,72 > 0 mit
der Eigenschaft

nixll < IxlP < llx||  fiir alle x € V existieren.

Offenbar gleichwertig mit dieser Bedingung ist die Existenz von
reellen Konstanten 61, d> > 0 mit ||x|| < d1]|x]|" und ||x]|" < &2 x]|
fiir alle x € V.






Geometrische Interpretation der Normaquivalenz, Teil |

Fiir alle r € RT und a € V bezeichnen wir mit
B = {xeV]|x-a|<r}

bzw. )
Bir(@) = {xeV]lx—a|<r}

den offenen bzw. abgeschlossenen Ball vom Radius r um den
Punkt a beziiglich der Norm || - ||



Geometrische Interpretation der Normaquivalenz, Teil |l

Proposition (1.6)

Sei § € R*. Dann ist die Ungleichung || x|’ < d]|x]| fiir alle x € V
gleichbedeutend mit By (a) € Bj.|s,(a) fir a€ V und r € RY.
Eine entsprechende Aussage gilt auch fiir die abgeschlossenen

&
@

{xeR*||xll, <1} {xeR?||lxll, < 1} {xeR*[lxlloe <1}




