
Definition der positiv definiten Matrizen

Definition (16.13)

Eine Matrix A ∈Mn,R wird als positiv definit bezeichnet, wenn die
(eindeutig bestimmte) Bilinearform b auf Rn mit der Darstellungs-
matrix MEn(b) = A bezüglich der Einheitsbasis En positiv definit
ist.

Dies ist gleichbedeutend mit tvAv > 0 für alle v 6= 0Rn .



Das Hurwitz-Kriterium für positiv definite Matrizen

Satz (16.14)

Sei A ∈Mn,R eine symmetrische Matrix und Ak jeweils die linke
obere k × k-Teilmatrix, für 1 ≤ k ≤ n. Genau dann ist A positiv
definit, wenn det(Ak) > 0 für 1 ≤ k ≤ n erfüllt ist.



Definition orthogonaler und selbstadjungierter
Endomorphismen

Definition (16.15)

Sei (V , b) ein euklidischer Vektorraum. Man bezeichnet einen
Endomorphismus φ von V als orthogonal, wenn
b(φ(v), φ(w)) = b(v ,w) für alle v ,w ∈ V gilt, und symmetrisch
oder auch selbstadjungiert, wenn b(φ(v),w) = b(v , φ(w)) für alle
v ,w ∈ V gilt.



Darstellungsmatrizen orthogonaler und selbstadjungierter
Endomorphismen

Lemma (16.16)

Eine Matrix A ∈Mn,R ist symmetrisch genau dann, wenn
〈Av ,w〉 = 〈v ,Aw〉 für alle v ,w ∈ Rn erfüllt ist.

Proposition (16.17)

Sei (V , b) ein euklidischer Vektorraum, B eine ON-Basis von V ,
φ : V → V ein Endomorphismus und A = MB(φ). Der
Endomorphismus φ ist genau dann orthogonal, wenn A orthogonal
ist und genau dann selbstadjungiert, wenn A symmetrisch ist.







Eine Sesquilinearform auf dem Cn

Sei 〈·, ·〉 : Cn × Cn → C die Abbildung definiert durch

〈v ,w〉 =
n∑

k=1

v̄kwk für v = (v1, ..., vn), w = (w1, ...,wn).

Die erfüllt für alle v , v ′,w ,w ′ ∈ Cn und λ ∈ C die Rechenregeln

〈v + v ′,w〉 = 〈v ,w〉+ 〈v ′,w〉
〈v ,w + w ′〉 = 〈v ,w〉+ 〈v ,w ′〉
〈λv ,w〉 = λ̄〈v ,w〉
〈v , λw〉 = λ〈v ,w〉
〈w , v〉 = 〈v ,w〉

Ist V ein C-Vektorraum, dann bezeichnet man eine Abbildung
b : V × V → C mit solchen Eigenschaften als hermiteschen
Sesquilinearform.



Der Satz über die Hauptachsentransformation

Proposition (16.18)

Jede symmetrische Matrix A ∈Mn,R besitzt einen reellen
Eigenwert.

Satz (16.19)

Sei A ∈Mn,R symmetrisch. Dann gibt es eine orthogonale Matrix
T , so dass D = tTAT eine Diagonalmatrix ist.











Eigenschaften komplexer Matrizen

Definition (16.20)

Eine Matrix A ∈Mn,C heißt unitär, wenn tĀA = E (n) und
hermitesch, wenn tĀ = A gilt. Die unitären Matrizen bilden eine
Gruppe, die sog. unitäre Gruppe U(n).



§ 1. Normen und Metriken

Erinnerung:

Definition (16.10)

Eine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung
‖ · ‖ : V → R+ mit den folgenden Eigenschaften.

(i) Für jedes v ∈ V gilt ‖v‖ = 0 genau dann, wenn v = 0V ist.

(ii) Es gilt ‖λv‖ = |λ|‖v‖ für alle λ ∈ R und v ∈ V .

(iii) Für alle v ,w ∈ V gilt ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖.



Definition der p-Normen

Satz (1.1)

Auf dem R-Vektorraum V = Rn ist für jedes p ∈ R, p ≥ 1 durch

‖x‖p = p

√∑n
i=1 |xi |p , x = (x1, ..., xn) ∈ V

eine Norm definiert, die sogenannte p-Norm. Eine weitere Norm
erhält man durch

‖x‖∞ = max{|x1|, ..., |xn|} , die Supremumsnorm.







Die Höldersche Ungleichung

Lemma (1.2)

Seien p, q ∈ R, p, q > 1 mit 1
p + 1

q = 1 und x , y ∈ R+. Dann gilt

x1/py1/q ≤ x

p
+

y

q
.

Die folgende Höldersche Ungleichung wird benötigt, um für die
p-Normen die Dreiecksungleichung zu beweisen.

Proposition (1.3)

Seien x , y ∈ Rn, x = (x1, ..., xn) und y = (y1, ..., yn), und seien
p, q ∈ R mit p, q > 1 und 1

p + 1
q = 1 vorgegeben. Dann gilt

n∑
i=1

|xi | · |yi | ≤ ‖x‖p‖y‖q



Bedeutung der ∞-Norm

Proposition (1.4)

Für alle x ∈ Rn gilt lim
p→∞

‖x‖p = ‖x‖∞.



Äquivalenz von Normen

Definition (1.5)

Zwei Normen ‖ · ‖ und ‖ · ‖′ auf einem R-Vektorraum V werden
als äquivalent bezeichnet, wenn reelle Konstanten γ1, γ2 > 0 mit
der Eigenschaft

γ1‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ γ2‖x‖ für alle x ∈ V existieren.

Offenbar gleichwertig mit dieser Bedingung ist die Existenz von
reellen Konstanten δ1, δ2 > 0 mit ‖x‖ ≤ δ1‖x‖′ und ‖x‖′ ≤ δ2‖x‖
für alle x ∈ V .





Geometrische Interpretation der Normäquivalenz, Teil I

Für alle r ∈ R+ und a ∈ V bezeichnen wir mit

B‖·‖,r (a) = {x ∈ V | ‖x − a‖ < r}

bzw.
B̄‖·‖,r (a) = {x ∈ V | ‖x − a‖ ≤ r}

den offenen bzw. abgeschlossenen Ball vom Radius r um den
Punkt a bezüglich der Norm ‖ · ‖.



Geometrische Interpretation der Normäquivalenz, Teil II

Proposition (1.6)

Sei δ ∈ R+. Dann ist die Ungleichung ‖x‖′ ≤ δ‖x‖ für alle x ∈ V
gleichbedeutend mit B‖·‖,r (a) ⊆ B‖·‖′,δr (a) für a ∈ V und r ∈ R+.
Eine entsprechende Aussage gilt auch für die abgeschlossenen
Bälle.


