Existenz und Eindeutigkeit der Jordanschen Normalform

Folgerung (14.26)
Sei K ein Korper.

(i) Ist V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ ein
Endomorphismus von V' mit der Eigenschaft, dass x4 € K[x]
iiber K in Linearfaktoren zerfallt, dann existiert eine geordnete
Basis % von V mit der Eigenschaft, dass .#Z(¢) in
Jordanscher Normalform vorliegt.

(i) Sei n € IN. Jede Matrix A € .#, k mit der Eigenschaft, dass
das charakteristische Polynom x4 € K[x] iiber K in
Linearfaktoren zerfallt, ist 3hnlich zu einer Matrix in
Jordanscher Normalform.

(iii) Zwei Matrizen Ji, J> € .4, k in Jordanscher Normalform sind
genau dann dhnlich zueinander, wenn J, bis auf Reihenfolge

wie J; besitzt.
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§15. Euklidisches Skalarprodukt und Euklidische Geometrie

Sinnvolle Eigenschaften einer ,, Langenfunktion” || - || auf dem R”

(Lo) Die Einheitsvektoren besitzen die Lange 1, also
ler]] = [leaf| = 1,
wobei e; = (1,0) und ex = (0, 1) ist.

(L1) Fiir alle v € R? gilt ||v|]| = 0 genau dann, wenn v = O ist.

(Ly) Skalieren wir einen Vektor v € R? mit einer reellen Zahl ),
dann &ndert sich die Lange um den Faktor |A|. Es sollte also
[Av]| = [A]||v]| fiir alle A € R und v € R? gelten.

(L3) Es gilt die sog. Dreiecksungleichung ||v + w|| < ||v| + ||w]| fir
alle v, w € R2.



Die Dreiecksungleichung




Sinnvolle Eigenschaften einer Orthogonalitatsrelation |

(Op) Die Einheitsvektoren stehen senkrecht aufeinander, es gilt also
€1 1 €.

(O1) Fiir kein v € R?\ {02} gilt v L v.

(O,) Die Relation L ist symmetrisch, d.h. fiir alle Vektoren
Op2 # v, w € R? gilt die Aquivalenz v L w < w L v.

(O3) Die Relation L besitzt folgende Linearitatseigenschaft: Seien
Oz # u, v, w € R? ungleich Null mit v L v und u L w. Dann

gilt u L (v + w), sofern v + w ungleich dem Nullvektor ist,
und auBerdem u L (Av) fiir alle A € R mit A # 0.



Satz des Pythagoras

Seien A, B, C € R? die Eckpunkte eines Dreiecks und a = ||BC||,
b = ||CAJ|, ¢ = ||AB]| seine Seitenldngen. Genau dann gilt
ae=mha e wenn_d)as Dreieck im Punkt C einen rechten Winkel
besitzt, wenn also CA L @ erfillt.
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Eindeutige Festlegung der von || - || und L auf dem R”

Setzen wir voraus, dass unsere Langenfunktion v — ||v|| die
Bedingungen (Lo) bis (L3) und unsere Relation L die Bedingungen
(Oo) bis (03) erfiillt, und dass auBerdem der Satz des Pythagoras
giiltig ist, dann gibt es , diese zu
definieren!



Euklidisches Standard-Skalarprodukt

Definition (15.3)

Das euklidische Standard-Skalarprodukt zweier Vektoren
v,w e R" v=(v,...,vy) und w = (wy, ..., w,) ist gegeben durch

n

(viw) = Z Vi Wk.

k=1




Definition von || - || und L

Definition (15.2)
Die Lange eines Vektors v € R" ist definiert durch

VIl = Vv, v).

Zwei Vektoren v, w € R" ungleich Null sind orthogonal zueinander
(Notation v L w), wenn (v, w) = 0 gilt.




Eigenschaften des Euklidischen Standard-Skalarprodukts

Proposition (15.4)

Fir alle v,v/,w,w’ € R" und )\ € R gilt
v+ viw) = (v,w) + (V,w)
v,w+w') = (v,w) + (v, w')
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Orthogonalprojektion auf einen Vektor

Proposition (15.5)

Seien v, w € R" mit v # Or» vorgegeben und A = <HVI|2>' Dann gilt

(v,w — Av) = 0. Wir bezeichnen den Vektor \v als die Orthogo-
nalprojektion von w auf den Untervektorraum lin(v) von R".
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Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Fiir alle v, w € R" gilt [(v, w)| < ||v||||w]|| mit Gleichheit genau
dann, wenn v und w linear abhdngig sind.
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Sinnvolle Eigenschaften einer Winkelfunktion

Eine Abbildung, die jedem Paar (v, w) von Vektoren ungleich null
eine Zahl [0, 7] (Winkel im BogenmaB) zuordnet, sollte folgende
Eigenschaften besitzen, wenn sie eine geometrisch sinnvoll
definierte Winkelfunktion sein soll.

(Wo) Es gilt Z(v,w) = Z(w,v) und Z(v,v) =0.

(Wh) Fiir alle A € RT gilt Z(v, Aw) = Z(v, w).

(Ws) Gilt (w — v) L v, dann folgt daraus cos Z(v, w) = ““v"‘/"".
(W3) Es gilt Z(v,—w) =7 — Z(v,w).




Definition des Winkels zwischen zwei Vektoren

Definition (15.7)

Seien v, w € R" mit v, w # (0,0). Dann ist der Winkel zwischen v
und w die eindeutig bestimmte Zahl Z(v,w) € [0, 7] mit der

Eigenschaft
(v, w)

a4 = .
cos £v, w) TvITwl




Eindeutigkeit von || - || und L

Proposition (15.8)

Sei R" — R4, v — ||v||" eine Abbildung und L’ eine Relation auf
R"\ {Og~n}, so dass die Bedingungen (Lo) bis (L3) und (Op) bis
(O3) sowie der Satz des Pythagoras in der soeben angegebenen,
verallgemeinerten Form erfiillt sind. Dann gilt ||v||’ = ||v|| fiir alle
veR"undv I'w&e v L wfiralle v,w € R"\ {Ogn}.
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