Definition der Jordanmatrizen

Definition (14.12)

Eine Matrix J € .4, k heiBt Jordanmatrix zum Eigenwert A € K,
wenn sie die Form

A1 0 --- 0
o x 1 -+ 0
J = 0 0 besitzt.
00 0 X 1
00 0 0 A




Definition der Jordanschen Normalform

Eine Matrix A € ., k befindet sich in Jordanscher Normalform,
wenn sie als Blockmatrix in der Form

I
b

J;

mit Jordanmatrizen Ji, ..., J, schreiben lasst. Man bezeichnet diese
dann als die Jordanblocke der Matrix A.



Eigenschaften einer Jordanmatrix

Proposition (14.13)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und #
eine geordnete Basis mit der Eigenschaft, dass J = .# (1) eine
Jordanmatrix zum Eigenwert A € K ist. Dann gilt
(i) Der einzige Eigenwert von 1 ist A. Die algebraische und die
geometrische Vielfachheit dieses Eigenwerts sind durch
pa(¥, ) = nund pg (¢, \) = 1 gegeben.

n

(i) Esgilt py = xp = (x = A)".




Zerlegung von Eigenraumen

Lemma (14.14)

Sei V ein K-Vektorraum mit einer Zerlegung V = U; & ... & U, als
direkte Summe von Untervektorraumen U; < V/, und sei

¥ € Endk (V) mit ¢(U;) C U; fiir 1 < < r. Dann gilt fiir jedes

A € K jeweils

Eig(,A) = Eig(dlu,A) @ ... @ Eig(¢]u,, A).
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Endomorphismen mit Darstellung in Jordanscher
Normalform

Satz (14.15)

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und #
eine geordnete Basis mit der Eigenschaft, dass A = .#»(¢) in
Jordanscher Normalform vorliegt. Sei A € K ein Eigenwert von 1.
Dann gilt

(i) Sowohl xy; als auch s, zerfallen in Linearfaktoren.
(ii) Die geometrische Vielfachheit 114(1), A) ist gleich der Anzahl
aller Jordanblocke von A zum Eigenwert .
(iii) Die algebraische Vielfachheit 15(1), \) ist gleich der Summe
der GroBen aller Jordanblécke von A zum Eigenwert A.

(iv) Die Vielfachheit von A als Nullstelle von s, ist gleich der
GroBe des groBten Jordanblocks zum Eigenwert .
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Beispiel: Matrizen in JNF mit einem Eigenwert
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Beispiel: Matrizen in JNF mit einem Eigenwert (Forts.)

A1 0 0 O A0 0 0 O
0 A0 0O 0O X0 0O
Js=10 0 X 0 O =10 0 X 0 O
0 0 0 A O 0 0 0 X O
0 0 0 0 X 0 0 0 0 A
Xos = (X = A)° g = (x = A)? Xos = (X = A)s gy = x = A
/’La(J57>\) = 57//['g(-l5a)‘) =4 /’La(‘j67)‘) = /’Lg(-lﬁa)‘) =5



Der Zerlegungssatz

Zwei Polynome f, g € K[x]| werden teilerfremd genannt, wenn es
kein Polynom h € K[x] vom Grad > 1 gibt, dass sowohl f als auch
g teilt. In der Zahlentheorie-Vorlesung beweisen wir das sog.
Lemma von Bézout, welches besagt, dass fiir zwei solche Polynome
jeweils u, v € K[x] mit uf + vg = 1 existieren.

Satz (14.16)
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endk (V).
Seien f, g € K|[x] teilerfremde Polynome mit der Eigenschaft, dass
fg ein Vielfaches von p4 ist.

(i) Dann gilt V = ker f(¢) @ ker g(¢).

(i) Die Untervektorraume ker f(¢) und ker g(¢) invariant
unter dem Endomorphismus ¢.
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Definition der Hauptraume eines Endomorphismus

Definition (14.17)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk(V) und
A € K. Dann wird

Hau(¢,\) = | Jker((¢— Aidy)")
r=0

der Hauptraum zum Wert A genannt.




Die Hauptraumzerlegung

Proposition (14.18)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ ein
Endomorphismus von V/, dessen charakteristisches Polynom
iber K in Linearfaktoren zerfallt. Es seien A1, ..., A\, € K die
Eigenwerte von ¢, und fiir 1 < i < r sei ¢; jeweils die Vielfachheit
von \; als Nullstelle des Minimalpolynoms (4. Dann gilt

V= PHau(s,\)
i=1

und Hau(¢, Aj) = ker((¢ — A\iidy)®) fir 1 <i <r.

Rechenbeispiel zur Hauptraumzerlegung im Skript auf Seite 146 !
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Nilpotente Endomorphismen

Definition (14.19)

Sei V ein K-Vektorraum. Einen Endomorphismus ¢ : V — V
bezeichnet man als nilpotent, wenn ein p € IN mit ¢ = Ognq,(v)
existiert. Ebenso bezeichnet man eine Matrix A € .,  als
nilpotent, wenn es ein p € N mit A* =04, , gibt.

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endk(V)
ein Endomorphismus mit der Eigenschaft, dass x4 iiber K in
Linearfaktoren zerfillt. Sei A € K ein Eigenwert von ¢. Dann ist

Y = (Adv — @)|Hau(e\)

ein nilpotenter Endomorphismus von Hau(¢, \).



Anzahl der Jordanblocke

Satz (14.20)

Sei V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n, ¢ € Endk(V)
ein nilpotenter Endomorphismus und Vj = ker(¢%), dx = dim Vj
fiir alle k > 0. Desweiteren sei # eine Jordanbasis von V beziiglich
1, und fiir jedes k € IN sei a, jeweils die Anzahl der Jordanbldcke
von # (1) (zum Eigenwert 0) der GroBe k. Dann gilt

ak = 2dk — dk—l — dk+1 fir 1 < k <n.




Bestimmung der Jordanschen Normalform

Sei A € M, k mit zerfallendem charakteristischen Polynom x 4.

(1) Berechne das charakteristische Polynom x4 € K[x] und
dessen Nullstellen A1, ..., A, in K, also die Eigenwerte von A,
sowie fiir jeden Eigenwert \; dessen algebraische Vielfachheit
Ha(A7 )‘i)'

(2) Berechne fir 1 <i<rund 1<k <pus(A \) jeweils
di k = dimker((A — X\;E(M)K).

(3) Berechne fiir 1 </ <rund 1<k < pus(A \) jeweils
ajk = 2dj k — dj k—1 — d; k+1. Eine Jordansche Normalform
von A enthalt dann jeweils genau a; x Jordanblocke der GroBe
k zum Eigenwert A;.

Bitte beachten Sie die Beispiele zur Berechnung der JNF auf den
Skriptseiten 148 und 149.

Hinweis: Die nachfolgenden Sitze zum Nachweis der Existenz der
Jordanschen Normalform (bis einschlieBlich Satz 14.25) wurden in der
Vorlesung nicht besprochen und sind daher weder {ibungs- noch
priifungsrelevant.



Struktur nilpotenter Endomorphismen, Teil |

Lemma (14.21)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, 1 € Endk (V) ein
nilpotenter Endomorphismus und p € IN minimal mit
P = Ogpq,(v)- Dann haben die Untervektorraume von Vg, ..., Vj
von V gegeben durch Vj = ker(y¥) fiir 0 < k < p die folgenden
Eigenschaften.
o Esgilt {0y} =V CWVC..CV,1CV,=V.
o Fir 1 <k <pagilt v 1(Vi_1) = Vi
e Ist k € {1,...,p} und U ein Untervektorraum von V mit
Vi N U = {0y}, dann ist die eingeschrankte Abbildung |y
injektiv.




Struktur nilpotenter Endomorphismen, Teil Il

Satz (14.22)

Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, ¢ € Endk (V) ein
nilpotenter Endomorphismus und p € IN minimal mit

P = Ognay(v)- Sei Vi = ker(¢)¥) fiir 0 < k < p. Dann gibt es in
V' Untervektorraume Uy, ..., Up und Wi, ..., W,_1, so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind.

@ Esgilt Y(Ux) C Ux_q fiir2 < k < p.
o Esgilt Vi = V1 ® Uy fiir 1 < k < p und
Uk = p(Ugs1) @ Wy firL< k< p—1.

Sind die Untervektorraume U, und Wy auf diese Weise gewahlt,
dann ist die Einschrankung vy, fiir 2 < k < p jeweils injektiv.




Konstruktion geeigneter Basen

Proposition (14.23)

Seien die Bezeichnungen V/, p, 1 und Vj fiir 0 < k < p wie in
Satz (14.22) definiert.Seien Uy, ..., Up und Wi, ..., W,_1
Untervektorraume mit den dort unter (i) und (ii) angegebenen
Eigenschaften, und auBerdem W, = U,,. Fiir 1 < k < p sei %
jeweils eine Basis von W, und fiir 0 < £ < k — 1 sei jeweils

93,((@ = *(%y), also die Menge, die durch /-fache Anwendung von
1 auf die Elemente von %y entsteht. Dann ist

eine disjunkte Vereinigung und eine Basis von V.




Jordanketten und Jordanbasen

Definition (14.24)
Sei V ein K-Vektorraum der endlichen Dimension n und
1 € Endk (V) nilpotent.

e Eine geordnete Basis (v, ..., vp) von V heiBt Jordanbasis
beziiglich ¢, wenn fiir 1 < k < n jeweils ¢(vx) = vx_1 oder
¥(vk) = Oy gilt, wobei wir vy = 0y setzen.

o Fiir jedes m € IN wird ein Tupel (v1, ..., vim) von Vektoren eine
Jordankette der Lange m beziiglich ¢ genannt, wenn
Y(vk) = vk—1 fiir 1 < k < m erfiillt ist, wobei wieder vy = Oy
gesetzt wird.

Eine geordnete Basis ist also genau dann eine Jordanbasis, wenn
sie aus mehreren Jordanketten zusammengesetzt ist.




Konstruktion von Jordanbasen

Die Basis % aus Prop. (14.23) kann so angeordnet werden, dass
eine Jordanbasis von V' beziiglich 1) entsteht.




Verfahren zur Bestimmung einer Jordanbasis, Teil |

(1) Bestimme eine Basis % von V) = ker(¢X) fiir 1 < k < p.

(2) Berechne fiir 1 < k < p die Anzahl a, der Jordanblocke der
GroBe k, wie in Satz (14.20) angegeben.

(3) Fir k =p,p—1,...,1 wahle jeweils ax Vektoren W{k),

(k)

W, aus 6 zufillig.



Verfahren zur Bestimmung einer Jordanbasis

(4) Fir k=p,p—1,...,1und 1 <j < a, ordne jeweils die
Vektoren 1/Jk_1(vvj(k)), ...,w(vvj(k)), Wj(k) nacheinander an.
Diese bilden eine Jordankette beziiglich .

(5) Fiigen sich die unter (4) bestimmten Jordanketten zu einer
Basis zusammen, so handelt sich um eine Jordanbasis
beziiglich v, und das Verfahren ist abgeschlossen. (In der
zugehorigen Darstellungsmatrix von % sind die Jordanblocke
nach absteigender GroBe angeordnet.)

(6) Ansonsten wiederhole das Verfahren ab Schritt (3).

Bitte beachten Sie die Rechenbeispiele zur Bestimmung von Jordanbasen
auf den Skriptseiten 153 und 154.



