Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung Blatt 14 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Die Teilquader von @ beziiglich der Zerlegung Z sind gegeben durch K; = [0,1] x [0,1],
Ky =1[0,1]x][1,2], K3 = [1,2]x[0,1] und K4 = [1,2] x[1,2]. Es gilt v(K;) = v(K2) = v(K3) = v(K4) = 1.
Die minimalen und maximalen Funktionswerte auf diesen Teilquadern sind gegeben durch ¢y = %,
Chof = CKyf = %, CRaf = % und C}l,f =1, Ck,f = C}B’f = %, C}Mc = % Fiir die Unter- und die

Obersumme ergeben sich die Werte
4 4
S7(2) =D ek ) = d b ri= R SH@) =Y ek ot =14 h i =k
i=1 i=1

zu (b)  Betrachten wir den Fall, dass f : @ — R nach oben unbeschriinkt ist. Dann gibt es fiir
jede Zerlegung Z jeweils mindestens einen Teilquader K € Q(Z) mit der Eigenschaft, dass f|x nach
oben unbeschrinkt ist. Es gilt dann also c;r(, ¢ =sup{f(z) | € K} = 400, und dementsprechend
kénnte man SJT(Z) nur den Wert 400 zuordnen. Auch dem Oberintegral miisste man diesen Wert
zuordnen. Entsprechend wire das Unterintegral gleich —oo, falls f auch nach unten unbeschriankt ist. Eine
Ubereinstimmung von Unter- und Oberintegral ist bei unbeschréinkten Funktionen also ausgeschlossen.

Man kann auf die Betrachtung dieser Funktionen also von vornherein verzichten.

zu (¢) Das ist richtig. Auf Grund der Voraussetzung sind fiir jede Zerlegung Z und jeden Teilquader
K € 9Q(Z) sowohl Infimum als auch Supremum der Menge {f(z) | € K} grofer gleich Null, es gilt also
c}’f, g, = 0. Daraus folgt S;‘(Z) =2 Kkea(z) c};’fv(K) > 0 und ebenso §; (Z) > 0.

zu (d) Die Substitutionsregel fiir eine stetig differenzierbare Substitutionsfunktion u lautet

/ fun @) e = / " @ de

Die Regel zur partiellen Integration lautet
b , b
/ f@)g(@)de = [f(z)g(x)], — / f(@)g' (z) dw.

Aufgabe 1

Weil f beschrinkt ist, gibt es ein v € RT mit |f(z)| < v fiir alle x € Q. Fiir jedes n € IN betrachten wir
die dquidistante Zerlegung Z(") = (Zf”), Zé")) gegeben durch

Z{”)z{a+kl’:—ba|1§k<n} und Zz(n)z{c+k%|1§k<n}.

Setzen wir z = a + kb*T“ und yr = c+ k% fir 0 < k < n, dann ist die Quadermenge der Zerlegung

gegeben durch

Q(2) = {Qu|1<klL<n} mit Qre = [Th—1, k] X [Yo—1,Ye)-

Dabei gilt jeweils v(Qre) = (zp—2h—1)(Ye—ye—1) = =2 = L(d—c)(b—a) = Hv(Q). Ist (z,y) € Qre
mit 1 < k,¢ < n, dann gilt f(z,y) = 0, denn in diesem Fall liegt (x,y) nicht auf dem Rand von Q. Auf

diesen Quadern ist das Infimum c;, und das Supremum c& also gleich Null. Auf den iibrigen Quadern



gilt —y < f(x,y) <, also ¢, > —y und ¢}, < v falls k € {1,n} oder £ € {1,n}. Wir erhalten somit fiir

die Untersummen die Abschétzung

Sp(E™) = %;C}U(le) = Z_Zlc;ev@u)+€_Zlc,:zv(c2ng>+k2:2c,;1v<c2k1)+k2:2c,;nv(@m
S R N TR R S LI CAI S L
(=1 " {=1 " k=2 " k=2 "
= -9 12 = @G- )

Ebenso erhalten wir fiir die Obersummen die Abschétzung

n n n n n—1 n—1
SHE™) = S N @) = D @)+ D el v(Qu) ) (@) + D ¢l v(Qrn)
=1 /=1 k=2 k=2

k=1+¢=1

n n n—1 n—1
< Yy MDD T MY~ )
=1 =1 k=2 k=2
Fiir alle n € IN gilt also
*
2@ (-1 = 5@ < [ fepdey < [ few) o)
Q% Q

— )

Der Grenziibergang n — oo zeigt, dass Unter- und Oberintegral iibereinstimmen von f beide den Wert

0 haben. Also ist f Riemann-integrierbar, und es gilt fQ f(z,y) d(z,y) = 0.

Aufgabe 2

Fiir jedes n € IN ist die zur Zerlegung Z(™ gehérende Quadermenge ist gegeben durch

Q™) = {Qull<ke<n} mit Qu =[5 x[5h L]

n

Sl

Das Volumen jedes Teilquaders ist gegeben durch v(Qpe) = (£ — 21y (£ — &1y = L fiir 1 < k, ¢ < n.

n n n n

Das Infimum der Funktion f auf Qg ist ¢, = 2% + Z’Tl, das Supremum ist c& = 2% + % Wir erhalten

fiir jedes n € IN die Untersumme

SpE™) = N ge@w = YN eEl+El). L =
k=1 ¢=1 k=1 ¢=1
n—1n—1 n—1n—1 n—1n—1 n—1 n—1
EY D @kt = & 2%k + 5 6 o= EY 2%k+E> ¢
k=0 ¢=0 k=0 ¢=0 k=0 ¢=0 k=1 =1
n—1
= 5Y 3k = Z-ln-1n = 3(1-2)
k=1

n n n n
SHEM™) = Y ) chw(@r) = @r+5) =
k=10=1 k=1 ¢=1
L Rk+0) = HY DI U;+ED D0 = EY 2k+5H) ¢
k=1¢=1 k=1 =1 k=1 t=1 k=1 =1
= L33k = Hdan+1) = 3(1+2)
k=1
Fiir jedes n € IN gilt also die Abschéitzung
*
s0-1) = §(27) < flz,y)d(z,y) < flwy)dy) < SHE™)

Q%

(V][V}

(1+2).



Durch den Grenziibergang n — oo sieht man, dass Unter- und Oberintegral {ibereinstimmen und beide

den Wert % annehmen. Also ist f Riemann-integrierbar, und es gilt
[ few day = %
Q

Dieses Ergebnis kann mit dem Satz von Fubini iiberpriift werden. Fiir jedes x € [0,1] gilt

1
1
/O(2m+y) dy = [Ray+3y°], = 2243
und somit
1 1 1 L
/Qf(:r,y) dlz,y) = /0 (/0 (2z +y) dy> de = /0(2x+%) der = [x2+%x}0 = %
Aufgabe 3
zu (a)(i)
2 2 9 9 9
/\/2x+5dx = %/ 2v2z +5dr = %/ Vede = %/ ?dr = %{%x?’/z]?
1 1 7 7
9
= 32 = 3 (v9-vBEB) ~ 2827
zu (a)(ii)
b, 2 b, .2 b b b b
4+ 3x+5 42 3x+3 2x 3
—d = d der = 1d 3 d —d
/a 2212 /ax2+2 a:—i—/a 2y2® /a x+2/a 2 + 2 JU+/a 242
b2+2d b b
b, 3 x 3 b, 3 b2 42 3
= 2 — ——dr = 21 —d
[x]a+2L2+2 T +/a I2+2 €z [x]a+2[n($)]a2+2+/a l‘2+2 €z
b 3 2 b * 3 3 2 b ’
= [x]a+§ [111(.’17 +2):|a+/a mdl‘ = [511’1(.’1} +2)+l‘]a+/; md.’l}
b b Ly
dx b Vo
= §ln(x2+2)+xb+§/ s = [Eln(z®+2)+uz +i/ Y
[2 ]a 20‘(%)2_’_1 [2 ]a ﬂa(ﬁ)2+l
b/V2 dr b
b/V2
= [Bn@*+2)+z], +3 [arctan(x)]a//\/§

S

3 n(e? 492 b i/ _dz
[3In(@® +2) + 2], + 75 a3 T2 41
b

b b
= e +2) 4 a]g+  farctan()] = [3in? 4 2) + Farctan() + 4]

a

a

/ﬂ-/4 tan(l‘) dLE = /W/4 Sin(x) dJU = j— /ﬂ-/4 M dq; = — /COS(W/4) di
0 o cos(x) 0 cos(z) cos(0) -
V2 gy L e 1
- T - = = = [n() = —ln ()
/1 T /1/\/5 p (In(2)];,3 7



zu (b)(i)

1 1 1
/ arctan(z)dx = / 1-arctan(z)de = [z arctan(x)]é - / L i
0 0 0

1+ a2
1 2
2 d
= [z arctan(x)]é - %/O - _:,E? dv = |« arctan(x)](l) -1 : ?x = [z arctan(x)]é -3 [ln(x)]f
= [zarctan(z)]y — 5 [In(1 + xQ)]é = [zarctan(z) — $In(1 + xZ)](l)
= arctan(l)—In(2) = Ir—1mn(2) = 0439

zu (b)(ii)

b
/ cos(z)? dz

b b b
= [sin(x) cos(:c)]ZJr/ (1 —cos(z)?) de = [sin() cos(x)]z+/ 1d:v7/ cos(z)? dx

b b
/ cos(z) - cos(z) dz [sin(z) cos(z)]" + / sin(z)? da

b b
= [sin(x) cos(:r)]z + [x]z - / cos(z)?dxr = [sin(x)cos(z) + x]z - / cos(z)? da.

Dies kann umgeformt werden zu

2 /b cos(z)? dx = [sin(x) cos(x) + z]” & /b cos(z)® dz = [§ sin(xz) cos(z) + %x}z )



