Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung Blatt 12 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle a ist nach Definition gegeben durch

(fa)(z) = f(a) —i—Z %f(k)(x— ay .y T — @)

k=1

wobei der Vektor x — a in die k-te Ableitung jeweils k-mal eingesetzt wird. Insbesondere gilt

n(fa)@) = fla)+ @)@ —a)
nfa)@) = fl@)+ @)@ -a)+ 5 (@)@ -az—a)
n(fa)@) = fla)+ fla)@—a)+ 5 (@) —az—a)+ 1" (@)@ - ax -z —a).

Dabei erhélt man f’'(a)(z — a) durch Multiplikation der Jacobi-Matrix (die wir ebenfalls mit f'(a) be-
zeichnet hatten) mit dem Vektor « — a € R™. Der Term 3 f”(a)(z — a) kann auch mit der Hesse-Matrix

ausgedriickt werden: Es gilt 1 f”(a) = 3%(z — a) - H(f)(a) - (z — a).

zu (b) Nach Prop. (12.5) gilt f”(a)(u,v,w) = 0,0,0, f(a) fiir alle u, v, w € R3. Insbesondere gilt also
f”’(a)(e1, €3, 63) = 661 atﬁ?,atizaf(a) = 8133f(a)'

zu (¢) Die Gleichung folgt aus der Multilinearitét (hier: Trilinearitéit) der Abbildung f"’(1,1,2) :

R3 x R? x R® = R: Die Additivitéit in der zweiten Komponente liefert zunschst
7(1,1,2)(2u, 3v + o' 4w) = f7(1,1,2)(2u, 3v, 4w) + f(1,1,2)(2u, v, 4w).
Weiter gilt auf Grund der Linearitét in jeder Komponente

F(,1,2)(2u, 3v,4w) = 2- f7(1,1,2)(u,3v,4w) = 2-3- f"(1,1,2)(u,v,d4w)
= 2~3-4~f’"(1,1,2)(u,v,w) = 24f”/(171a2)(uav7w) ’

und ebenso erhilt man f'(1,1,2)(2u,v’, 4w) = 8" (1,1, 2)(u, v, w).

zu (d) Das Kriterium (12.11)(ii) besagt: Ist f : U — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion auf
einer offenen Teilmenge U C R™ und a € U ein Punkt mit f’(a) = 0 und negativ definiter Hesse-Matrix
H(f)(a), dann besitzt f in @ ein isoliertes lokales Maximum. Ist m = 1, dann besitzt die Jacobi-Matrix
von f an der Stelle a nur einen Eintrag, ndmlich 01 f(a). Dies ist genau die Ableitung f’(a) im Sinne der
Analysis einer Variablen. Die Jacobi-Matrix ist also genau dann die Nullmatrix, wenn die erste Ableitung
im Sinne der Analysis einer Variablen gleich Null ist. Ebenso besitzt die Hesse-Matrix 7(f)(a) im Fall
m = 1 nur einen Eintrag, ndmlich 011 f(a). Dies ist genau die zweite Ableitung f”(a), wie sie in der
Analysis einer Variablen definiert wurde. Offenbar ist die 1 x 1-Matrix genau dann negativ definit, wenn
dieser Eintrag negativ ist, d.h. genau dann gilt v - (911 f(a)) - v = v2011f(a) < 0 fiir alle v € R\ {0}.
Insgesamt ist die Bedingung f/(a) = 0 und f”(a) < 0 im Sinne der Analysis einer Variablen ist als
dquivalent zu der Bedingung, dass die Jacobi-Matrix an der Stelle a die Nullmatrix und die Hesse-Matrix

an der Stelle a negativ definit ist.



zu (e) Das Satz iiber die lokale Umkehrbarkeit im Eindimensionalen besagt: Ist U C R offen und
f : U — R eine C*-Abbildung, und ist a € U ein Punkt mit der Eigenschaft, dass f’(a) invertierbar
ist, so gibt es offene Umgebungen U; von a und V; von b = f(a), so dass f|y, ein C'-Diffeomorphismus
zwischen U; und V; ist. Wie in Teil (d) ausgefiihrt, hat die Jacobi-Matrix an der Stelle a als einzigen
Eintrag die Ableitung im Sinne der Analysis einer Variablen. Die Invertierbarkeit dieser 1 x 1-Matrix an
der Stelle a ist dquivalent dazu, dass dieser Eintrag ungleich Null ist, also zu f’(a) # 0 im Sinner der
Analysis einer Variablen. Die offene Menge U; enthilt ein offenes Intervall I; mit a € I1; weil f stetig
ist, muss auch J; = f(I;) ein zusammenhéngend und somit ein Intervall sein, und aus der Stetigkeit
von g = (f|y,) ! folgt die Offenheit von J; = ¢g~*(I;). Insgesamt kénnen wir deshalb den Satz iiber
die lokale Umkehrbarkeit deshalb auch folgendermaflen aussprechen: Sei I C R ein offenes Intervall,
f: I — R eine stetig differenzierbare Abbildung, und sei a € I ein Punkt mit f’(a) # 0. Dann gibt es ein
offenes Intervall Iy C I mit a € I; derart, dass J; = f(I;) ebenfalls ein offenes Intervall, die Abbildung
flr, : I — Ji bijektiv und die Umkehrabbildung g = (f|r,)~! : J1 — I ebenfalls stetig differenzierbar

ist.

Aufgabe 1

zu (a) Die beiden partiellen Ableitungen von f sind gegeben durch 9y f(z,y) = (y + 1)e*T¥ und
Oof(z,y) = (y + 2)e*¥, und die zweifachen partiellen Ableitungen durch

onf(zy)=y+De™™ | diaf(z,y) =0uf(x,y)=(y+2)e" | Onf(z,y) = (y+3)e"v.

(Die Berechnung von da1 f (2, y) kann man sich auf Grund des Satzes (10.7) von Schwarz sparen.) Jacobi-

Matrix und Hesse-Matrix an der Stelle (1,2) sind also gegeben durch

(1,2 = (61f(1,2) agf(1,2)) = (3e3 4e3)

_ (S def(2)) (3 4
M2 = (azlf(172) azzf(1,2)> - (4 5)'

Das erste Taylorpolynom an der Stelle (1,2) ist somit 71 (f, (1,2))(z,y) = f(1,2)+ ' (1,2)- (z—1,y—2) =
3e3 +3e3(x — 1) +4e3(y — 2) = 3e3z + 4e3y — 8e3 = e3(3z + 4y — 8), und das zweite Taylorpolynom an
dieser Stelle durch

und

T2(f7(172)) = Tl(fu(172))+%fﬁ(lﬂ2)(($_171‘/_2)7(1'_173/_2)) =

1, _ S
Tl(f>(172)>+2 (.’E 1y 2) H(f)(]-a?) <y2>

n(f,(1,2) + 4 (2 -1 y—?)f"’(i §> (l,_;) B

e (Br+4y—8+3(x—1°+8(x—1)(y—2)+5(y—2)°) =
e’ (3z+ 4y — 8+ 32° — 6z + 3 + 8xy — 16z — 8y + 16 + 5y° — 20y + 20) =
el (3x2+8xy—|—5y2 — 19x—24y—|—31).



zu (b) Die dreifachen partiellen Ableitungen von f sind gegeben durch

o f(zyy) = (y+ 1) | Onaf(z,y) = O f(2,y) = 01 f(z,y) = (y +2)e" Y |
Qo2 f(x,y) = Onaf(x,y) = Oeor f(w,y) = (y +3)e” Y Ooaf(a,y) = (y +4)e" Y.

An der Stelle (1,2) ergeben sich die Werte

A1 f(1,2) =3¢> | On1af(1,2) = 0o f(1,2) = Bor1 f(1,2) = 4e®
8122f(1, 2) = 8212f(1, 2) = 8221f(17 2) = 563 s 3222f(1, 2) = 663.

Auf Grund der Multilinearitét von f'’(1,2) erhalten wir

F(1,2)((3,4),(5,6),(7,8)) = f"(1,2)(3e1 + 4ea, bey + bea, Tep +8ey) =
3f"(1,2)(e1, 5e1 + bea, Tey + 8ea) + 41" (1,2)(e2,5e1 + 6ez, Tey + 8ex) =
15" (1,2)(e1,e1, Ter + 8ea) + 181" (1,2)(e1, e2, Ter + 8e3)
+20f""(1,2)(e2, €1, Ter + 8ez) + 241" (1,2)(e2, €2, Te1 + 8ea) =
105" (1,2)(e1,e1,e1) + 120f"(1,2)(e1, €1, e2) + 126 f(1,2)(e1, 2, €1)+
144" (1,2)(e1, e2,e2) + 140f""(1,2) (ea, €1, €1) + 160" (1,2)(e2, €1, €2)+
168" (1,2)(ea, €2, e1) + 1921 (1,2) (2, €2,€2) =

1050111 f(1,2) + 12001121 (1,2) 4+ 1260121 f (1, 2)+
1440122 f(1,2) + 1400211 f(1,2) 4+ 1600212 f (1, 2) 4+ 1680221 f(1,2) + 1920222 f(1,2) =

e® - (105 -3 + (120 + 126 + 140) - 4 + (144 + 160 + 168) - 5+ 192-6) =
e3-(105-34+386-44+472-5+192-6) = 5299¢%.

Aufgabe 2

zu (a) Die erste Ableitung von f ist gegeben durch f’(z,y) = (322 — 3y 3y* — 32), und die Hesse-Matrix
ist fiir jeden Punkt (x,y) € R? gegeben durch

H(f. () = (fz 6;’)

Ist (z,y) eine kritische Stelle von f, dann gilt 322 — 3y = 0 und 3y? — 3z = 0, also 2 = y und y? = .

2 = 9% was zu y(y® — 1) = 0 umgeformt werden kann. Weil 1 die

Durch Einsetzen erhalten wir y = =
einzige reelle Nullstelle von y® — 1 ist, folgt y € {0,1}. Setzen wir dies in die Gleichung = = y? sein, so
kommen wir zu dem Ergebnis, dass die Menge der kritischen Stellen von f in der Menge {(0,0), (1,1)}
enthalten ist. Durch Einsetzen iiberpriift man, dass es sich bei (0,0) und (1,1) tatséchlich um kritische

Punkte handelt. Nun gilt

H(f,(O,O)):<_O3 03> und H(f,(1,1)):<_63 63>.

Die Matrix H(f, (0,0)) ist indefinit, denn es gilt

(1 1) <_03 _03> (1) =—6<0 wd (1 -1) (_03 _03> <_11> —6>0.



(Die Vektoren (1,1) und (1,—1) findet man durch Probieren.) Also existiert an der Stelle (0,0) kein
lokales Extremum. Dagegen ist H(f,(1,1)) nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit, denn es gilt
6 > 0 und det H(f, (1,1)) = 62— (=3)? = 36 —9 = 27 > 0. Also ist (1, 1) ein (isoliertes) lokales Minimum

von f. Insgesamt besitzt die Funktion also nur ein einziges lokales Extremum, ein lokales Minimum.

zu (b)  Fiir jeden Punkt (z,y) € R? sind die Jacobi- und die Hesse-Matrix jeweils gegeben durch
g'(z,y) = (Oug(z,y) Oag(z,y)) = (2ysin(z) cos(x) sin(x)?) und

0119(x,y) 8lgg(m,y)> _ <2y(cos(1’)2—sin(m)2) 25in(m)cos(m)>

H(g)(z, =
(9)(x,y) <3glg(x,y) D229(, ) 2sin(z) cos(x) 0

Es gilt ¢'(z,y) = (0 0) genau dann, wenn 2y sin(z) cos(r) = sin(z)? = 0 gilt, was zu sin(x) = 0 iquivalent

ist. Weil die Nullstellenmenge der Sinusfunktion durch {kw | k € Z} gegeben ist, ist
{(km,y) | k € Z,y € R}

die Menge der kritischen Stellen von g. Die Menge der lokalen Extrema von ¢ ist laut Vorlesung in dieser

Menge enthalten. Einsetzen in die Jacobi-Matrix liefert

Hig)(kmy) = (20y g)

fiir alle k € Z und y € R. Wegen ey - H(g)(km,y) - e2 = 0 sind diese Matrizen weder positiv noch negativ
definit. Deshalb kann das hinreichende Kriterium nicht angewendet werden. Es ist aber leicht direkt zu
sehen, dass (km,y) im Fall y > 0 ein lokales Minimum und im Fall y < 0 ein lokales Maximum ist. In
beiden Féllen gilt g(km,y) = 0. Ist y positiv, so gilt dasselbe fiir alle y; in einer hinreichend kleinen
Umgebung von ¥, und es gilt stets sin(z)? > 0. Dies zeigt, dass in einer hinreichend kleinen Umgebung
von (x,y) die Ungleichung g(x1,y1) > 0 = g(km,y) erfiillt ist. Folglich ist (k7,y) ein lokales Minimum.

Im Fall y < 0 lduft die Argumentation vollkommen analog.

Aufgabe 3

zu (a) Das eindeutig bestimmte Polynom mit den Nullstellen o und g ist jeweils (z — «)(x — 8) =
2? — (o + B)z + af. Die gesuchte Abbildung ist also gegeben durch ¢(a, 8) = (—a — 3,a) mit den
Komponenten ¢1(ca, ) = —a — 8 und ¢2(a, ) = af. Die Ableitung an der Stelle («, ) ist jeweils

gegeben durch
S f) = (31¢1(04a5) 52¢1(0475)> _ (1 1) .
ho2(a,B)  Oag2(a, B) B«

zu (b) Die Abbildungen ¢1,¢2 aus Teil (a) ist nach Satz (11.8) differenzierbar, weil die partiellen
Ableitungen als Polynomfunktionen stetig sind. Also ist nach Proposition (11.3) die Abbildung ¢ eine
differenzierbare Funktion. Auf Grund der Stetigkeit der partiellen Ableitungen ist die Ableitungsfunktion
¢ stetig; insgesamt ist ¢ : R? — R? also ein C!'-Abbildung. Die Determinante der Jacobi-Matrix an der
Stelle a, 5 ist gegeben durch

«

11
det ¢’ (o, B) = det(ﬂ ) = B—-a # 0 ,

wobei im letzten Schritt die Voraussetzung o # g verwendet wurde. Damit sind die Voraussetzungen
des Satzes (13.3) iiber die lokale Umkehrbarkeit erfiillt. Wegen (p, q) = ¢(«, 8) gibt es also offene Um-
gebungen U; von (a, ) und Vi von (p,q), so dass ¢|y, ein C!-Diffeomorphismus ist. Sei ¢ : V; — Uy



gegeben durch ¢ = (¢|r,) 1. Diese Abbildung hat die in der Aufgabenstellung angegebenen Eigenschaf-
ten: Als Umkehrabbildung eines C!-Diffeomorphismus ist sie ebenfalls ein C!-Diffeomorphismus, und ist
(p1,q1) € Vi, (a1,51) = ¥(p1,q1), dann ist wegen (p1,q1) = ¢(a1,81) und der Definition von ¢ durch
22 + pyx + ¢ das Polynom mit den Nullstellen oy, 3; gegeben. Dies bedeutet, dass (p1,q1) jeweils auf
die reellen Nullstellen des Polynoms x2 + pi1x + ¢q; abgebildet wird.

zu (¢) Das Polynom z2? — 10x + 21 hat die Nullstellen 3 und 7, wie man mit Hilfe der p-g-Formel
ausrechnet. Es gilt also ¢(3,7) = (—10,21), und fiir die nach Teil (b) in einer Umgebung von (—10,21)
definierte lokale Umkehrfunktion ¢ gilt ¢(—10,21) = (3, 7). Auf Grund der Umkehrregel aus Satz (11.16)

gilt nun
-1

o VR £ RS A N 4 B
Y(-10,21) = ¢B7)7 = (7 3> = 4<7 1)-

Hat ein Polynom f = 2 4+ p1x + g1 zwei reelle Nullstellen, dann sind dies laut p-g-Formel gegeben durch
—%pl - %\/ p? — 4q; und —%pl + %\/ p? — 4q;. Dies kann man verwenden, um die lokale Umkehrfunktion

1) explizit anzugeben: Sie ist gegeben durch

Y(p1, 1) = <_§p1_%\/p%_4Q17_§p1+é\/p%_4(.71)-

Die Jacobi-Matrix an der Stelle (p1,¢1) ist jeweils gegeben durch

(-5 — (P} —Aq)7V? (PR —4q) TV >

V' (p,q) =
— s+ ipp —4q) V2 —(p? —dq)"Y?

Setzt man fiir (p1,q1) das Paar (—10,21) ein, so erhdlt man wiederum

Y (-10,21) = i(i _11>



