Analysis mehrerer Variablen (LA Gym)
— Lo6sung Blatt 12 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

Die partiellen Ableitungen von f bis zum Grad 3 sind gegeben durch

1 1 1 1
a1f($’y):y';y25 , 82f(x,y):a:.7xy:§
—1 1
611f(x7y) = _x2 s 812f(.]j‘7y) 202821f($,y) , 622f($,y) — _?
2 2
8111f(a?,y) = 3 s 8222f(a?7y) = E ,

alle iibrigen dreifachen partiellen Ableitungen ;i f(z,y) mit ¢, j, k € {1,2} sind gleich Null. Die Werte
der partiellen Ableitungen an der Stelle (1,1) sind

alf(x>y) =1 ) an(x,y) =1
811f(xay) =-1 ) 812f(xay) :02821f(xay) ) 821]0(1'7:’/) =-1
O f(z,y) =2 , D22 f (x,y) = 2.

Fiir die erste Ableitung gilt f'(1,1) = (01f(1,1) d2f(1,1)) = (1 1). Das erste Taylorpolynom ist somit
gegeben durch

n(f L)y = FLD+FAD@-1y-1) = o+ (1 1) (“i) — a+y-2

Die Hesse-Matrix an der Stelle (1, 1) ist gegeben durch

 (onr@) onfy)) (-1 0
ML LD wy) = <821f(1,1> azgfu,l)) - ( ) ’

und somit erhalten wir fiir das zweite Taylorpolynom
TQ(f,(Ll))(iL}ZJ) = f(l,l)—&—f’(Ll)((ac—l,y—l))—&—%f”(Ll)((w—l,y—1),(x—l,y—1))

_ f(1,1)+f’(1,1)((l‘*Ly*l))*%(“*1 y71> <_01 —01> <§:1>

z—1
= x+y—2+%(x—1 y—l)( 1) = x+y—2—%(m—1)2_%(y_1)2
y—

= z4+y-2-3@*-2z2+1) -3 -2y+1) = -—l2?+2z-1y*+2y-3.

Fiir das dritte Taylorpolynom berechnen wir zunéchst

f”/(l,l)((xf1,y—1),(x717y—1),(x71,y—1)) =
O f(1,1) - (x = 1) 4 Oaoaf(1,1) - (y — 1) = 2@ —1)3+2(y—1)>



Wir erhalten

T3(f7 (171)) = f(17 1) + f/(l,l)((l‘ - Ly - 1)) + %f”(Ll)((l‘ - Ly - 1)) (:E - 171/ - 1))
+%fm(1’1)((x - 17y - 1)) (l‘ - 1ay - 1)a (LI} - 17y - 1)) =
(—i” 420 -3 +2y—-3)+3(x—1)° + L(y—1)° = 12°—32"+30+1y° -3y +3y— L.

Aufgabe 2

zu (a) Die partiellen Ableitungen von f sind gegeben durch 81 f(z,y) = 2xy?, O f (z,y) = 2(1+22)y, die
zweifachen partiellen Ableitungen durch 01 f(x,y) = 2y%, Oi2f(z,y) = o1 f(2,y) = 4y, daof(z,y) =
2(1 + 2?). Ist (z,y) € R? ein kritischer Punkt von f, dann muss nach Definition 9, f(x,y) = 0 und
Do f(x,y) = 0 gelten. Die zweite Gleichung liefert 2(1 + 2?)y = 0 und wegen 1 + 22 > 0 somit y = 0.
Dies zeigt, dass die Menge der kritischen Punkte von f in der Menge M = {(z,0) | z € R} enthalten ist.
Umgekehrt iiberpriift man leicht 9y f(x,0) = d2f(x,0) = 0 fiir alle z € R, so dass M die genaue Menge
der kritischen Punkte ist.

Fiir alle z € R ist die Hesse-Matrix an der Stelle (z,0) jeweils gegeben durch

811f(1‘,0) 312f(z,0) 0 0

HU)(@,0) = - -

anf(x7O) 822f($70) 0 2<1+$ )
Fiir kein z € R ist diese Matrix negativ semidefinit, denn es gilt jeweils *eaH(f)((2,0))es = 2(1+22) > 0.
Nach Satz (12.12)(ii) besitzt f deshalb nirgends ein lokales Maximum. Andererseits gilt fiir alle 5 € R
und alle (z,y) € R? jeweils f(x,y) = y*(1 + 2?) > 0 = f(x0,0). Dies zeigt, dass f in (x0,0) jeweils
ein lokales (sogar ein globales) Minimum besitzt. Allerdings ist keines dieser lokalen Minima isoliert.
Wiire (x,0) mit zg € R ein isoliertes lokales Minimum, dann miisste ein ¢ € R existieren, so dass
f(z,y) > f(x0,0) fiir alle (z,y) € B:((x0,0)) erfiillt ist, wobei B.((zo,0)) den offenen Ball vom Radius

£ beziiglich der Maximumsnorm | - |o bezeichnet. Es gilt aber bespielsweise (zg + 3¢,0) € B:((z0,0))
wegen [[(z0 + £2,0) = (30, 0)lloe = [1(0, 3¢) oo = e < & und f(zo + 12,0) = 0 = f(z0,0).

zu (b) Zunéchst bestimmen wir die kritischen Punkte der Funktion f. Die partiellen Ableitungen von
f sind

O f(z,y) = €” + xe® — e” cos(y) = e*(1 + = — cos(y)) und Oaf(z,y) = (1 + €°) sin(y).
Die erste Ableitung in einem beliebigen Punkt (z,y) € R? ist also gegeben durch
flley) = (e"(I+a—cos(y)) (1+e")sin(y)).

Ist (z,y) € R? ein kritischer Punkt, dann gilt also e*(1+z —cos(y) = 0 und (1+€%)sin(y) = 0. Weil 1+¢®
fiir kein € R den Wert Null annimmt, folgt aus der zweiten Gleichung sin(y) = 0, alsoy € {kn | k € Z}.
Je nachdem, ob k € Z gerade oder ungerade ist, gilt cos(y) = 1 oder cos(y) = —1.

Betrachten wir zunédchst den Fall, dass y = k7 mit geradem k € Z gilt. Aus 0 f(x,y) = e*(14+x—cos(y))
folgt wegen e* # 0 dann

l+z—cos(y) =0 < 1+z2—-1=0 < z=0.



In diesem Fall ist (z,y) also ein Element der Menge A = {(0,kn) | k € Z gerade }. Nehmen wir nun an,
dass y = k7 mit ungeradem k € Z gilt. Wegen e”(1 4y — cos(y)) = 0 und e” # 0 erhalten wir in diesem
Fall

l+z—cos(y) =0 < 1+z+1=0 & z=-2

und somit (z,y) € B fir B = {(—2,kn) | k € Z ungerade }. Insgesamt haben wir damit gezeigt: Ist
(r,y) € R? ein kritischer Punkt von f, dann gilt (z,y) € AU B. Umgekehrt sieht man durch Einsetzen
unmittelbar, dass 0 f(0, k7) = O f(0, k) fiir alle ungeraden k € Z und 01 f(—2, kw) = 02 f(—2, km) fiir
alle geraden k € Z gilt. Somit ist jedes Element aus A U B ein kritischer Punkt von f. Also ist AU B

genau die Menge der kritischen Punkte von f.

Um unendlich viele lokale Minima zu finden, betrachten wir nun die Hesse-Matrix von f in diesen

Punkten. Die zweifachen partiellen Ableitungen von f sind gegeben durch

O flz,y) =e"(1+x —cos(y)) +e” =e*(2+x —cos(y))
O1af(z,y) = O f(z,y) = e"sin(y) , Ownaf(r,y) = (1+e")cos(y).

Fiir (0,km) € A mit k € Z gerade erhalten wir

HOF)((0, k) = <(1) 2)

Diese Matrix ist nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit, denn es ist det(1) = 1 > 0 und
det H(f)((0,km)) = 2 > 0. Also ist jeder der Punkte (0,k7) nach Satz (12.11) (i) ein isoliertes loka-

les Minimum.

Um auszuschlieflen, dass es auch lokale Maxima gibt, sehen wir uns die Hesse-Matrix von f in den

Punkten (—2,k7) € B mit k € Z ungerade an. Hier gilt

H (-2 km) = ( 0 >

Diese Matrix ist indefinit, denn es gilt

(o) (0 —<1+Oe-2>> <(1J>:e_2>0 ma (01) (0 —<1£e-2>> @Z_(m_zk

Nach Satz (12.11) (iii) liegt in diesen Punkten also kein Extremum, insbesondere kein lokales Maximum

e

vor. Auch in den Punkte (0, k7m) € A mit k € Z gerade gibt es kein lokales Maximum, denn ein isoliertes
lokales Minimum kann nicht zugleich lokales Maximum sein. Weil jedes Extremum nach Satz (12.9) in
der Menge A U B der kritischen Punkte enthalten sein muss, ist somit gezeigt, dass f im gesamten

Definitionsbereich kein lokales Maximum besitzt.



Aufgabe 3
zu (a) Ist f € R[z] ein normiertes Polynom vom Grad 3, f = 22 + pa? + gz + r mit p,q,r € R, das
(eventuell mit Vielfachheiten) die reellen Nullstellen «, 3,~ besitzt, dann gilt
@ rpr’ tgrtr = f = (@-a)@-p)z-7) = @—(a+Prraf)z—v) =
= (a+ B +)a% + (af +ay + By)o — afy.

Die gesuchte Abbildung ¢ : R?* — R? ist also die Funktion mit den Komponenten ¢ (a, 3,7) = —(a +
B+7), d2(a, B,7) = aff + ay + By, ¢p3(afy) = —af~. Die Ableitung dieser Funktion ist gegeben durch

Od1(a, B,7) Oedr(a, B,7) 0O3¢1(a, B,7) -1 -1 -1
¢/(a7ﬂ57) = 81(152(0(,6,'}/) 82¢2(Oé,ﬁ,'}/) 839252(&’/677) = ﬁ—i_’y O[—'—’}/ O‘_|_/6
O1p3(a, B,y)  Oag3(a, B,7) Osp3(a, B,7) By —ay —ap

zu (b) Sei f = 2% + pr? + qx + r € R[z] ein Polynom mit drei verschiedenen reellen Nullstellen a, 3, 7.
Dann gilt also ¢(a, 8,7) = (p, ¢, ) nach Definition von ¢. Wir berechnen die Determinante von ¢’ («, 8, 7)
mit Hilfe der Sarrus-Regel. Es gilt

ald)l(avﬂer) (92¢1(CV7/6,’}/) 33¢1(04,[3,’y) -1 -1 -1
det¢'(a,B,7) = det | digo(e, 8,7) Oaga(a,B,7) O3da(c,B,7) = B+~ at+y a+p
81¢3(avﬂvv) (92(253(0[7ﬁ,’)/) 83(1)3(05,577) _57 —ay _O‘B

= afla+y)+py(a+pB)+ay(B+7) = Byla+7y) —ay(a+B) —aB(B+7)
= af((a+v) = (B+7)+pv((a+B) = (a+7) +ay(B+7) — (a+B))
= afla=B)+ByB-7)tay(y—a) = (B-a)ly—pB)(a—7).

Weil «, 8,7 verschieden sind, gilt det ¢'(«, 8,7) = 2(8 — a)(y — B)(a — v) # 0, also ist ¢'(«, 8,7)
invertierbar. Auf Grund des Satzes (10.3) iiber die lokale Umkehrbarkeit gibt es also offene Umgebungen
U von (p,q,r) und V von (a, 3,7), so dass ¢ ein C!-Diffeomorphismus V' — U ist. Sei ¢ : U — V die
Umkehrabbildung von ¢; dann ist ¢ ebenfalls ein C!-Diffeomorphismus.

Sei nun (plv q1, 7"1) ceU Vorgegeben und (Oé]7 ﬂlu ’Yl) = w(plv q1, 7"1). Dann gllt ¢(a17 ﬂlu ’Yl) = (ph q1, Tl)
nach Definition der Umkehrabbildung. Nach Definition von ¢ ist 23 +pi22+qx+r; € R[z] das normierte
Polynom mit den Nullstellen a1, 81, ;. Die drei Komponenten von (a1, S1,71) = ¢¥(p1,¢1,71) sind also

tatsdchlich die Nullstellen des normierten Polynoms mit den Koeffizienten p1, g1, 71, wie gewiinscht.

zu (¢) Sei f = 2% —62%+112—6. Durch Ausprobieren findet man die Nullstelle o = 1, und Polynomdivi-
sion liefert f = (z —1)(2? — 5z +6). Mit der p-g-Formel erhilt man die beiden weiteren Nullstellen 2 und
3. Weil —6, 11 und —6 die Koeflizienten von f sind, gilt also ¢(1,2,3) = (=6, 11, —6) nach Definition von
¢. Sei ¢ : U — V eine Funktion wie in Teil (b), mit ¥(—6,11,6) = (1,2, 3). Auf Grund der Umkehrregel,
Satz (11.16), und der Formel fiir ¢'(«, 8, ) aus Teil (a) gilt

—1
-1 -1 -1 -1 -1 -1

P(—6,11,-6) = ¢'(1,2,3)0 = |5 4 3 = 5|8 4 2
-6 -3 —2 -9 -3 -1



Anmerkung:

Wie bei der Tutoriumsaufgabe lésst sich auch hier die Losung unabhéngig iiberpriifen, und zwar mit Hilfe
der expliziten Losungsformeln fiir kubische Gleichungen. Gegeben sei ein Polynom f = 3 +p2? +qr+7
mit drei reellen Nullstellen. Definiert man die Hilfsausdriicke a = ¢ — %pz und b = 2—27]93 - %pq + 7, so
erhélt man die drei reellen Nullstellen durch die Formeln

o 2 . 1 . 3\/§b 1 1
« = _ﬁ —@a S1n 3 arcsin W + §7T — gp

2 (. 3v/3b L
5 = ﬁ —asin <3 arcsin (W) — 3P
2 1 . 3v/3b 1 1
voo= % —a Ccos <3 arcsin (W’) + 677) — 3D
Setzt man in diese Ausdriicke p = —6, ¢ = 11, r = —6 ein, so erhélt man tatséchlich die Nullstellen
x1 =1, 25 = 2, 3 = 3 des Polynoms z® — 622 4 11z — 6. Bildet man die partiellen Ableitungen von x;
nach p, ¢ und r (was von Hand sehr miihsam ist, aber zum Beispiel mit dem Computeralgebrasystem

MAPLE durchgefiihrt werden kann), so erhélt man die Werte

ox or
a—p( 6,11, —6) = (qu( 6,11, —6) = 8—7}( 6,11,-6) = —1
Ebenso erhélt man
Oz O Oz
- (=6,11 =4 —-(=6,11 =2 —2(—6,11 =1
ap ( 6, b 6) b) aq ( 6, b) 6) b) a/r ( 6, b 6)
und ebenso
83&'3 - 9 8:1;‘3 - 3 31'3 - 1
TP( 67117 6) 2 Tq( 67117 6) 2 W( 67117 6) )

Damit haben wir die drei Zeilen der Matrix t'(—6, 11, —6) reproduziert.



