Analysis mehrerer Variablen (LA Gym)
— Lo6sung Blatt 11 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

Die partiellen Ableitungen der Funktion f sind fiir alle (z,y, z) € R? gegeben durch

Orf(x,y,2) = (z+5)2ze” "
hf(r,y,z) = (z2+ 5)2ye£2+y2
agf(l',y,Z) = 6I2+y2

und fiir die hoheren Ableitungen erhalten wir

Oufays) = (2+5)2-¢ 4z 45)0)% TV = (2 45)(4a? + 27V
Oaf(z,y,2) = (2+5)(day)e®
Oaf(z,y,2) = owe® +Y’
O f(x,y,2) = (24 5)(day)e” TV
Ooaf(w,y,2) = (245)4y> +2)e" 1Y
Oosflz,y,z) = 2ye T
031 f(z,y,2) = oze® v’
Osaf(w,y,2) = 2ye® Y
Os3f(x,y,2) = 0.

Die Hesse-Matrix von f, zugleich die Darstellungsmatrix von f”(z,y, z) beziiglich der Einheitsbasis &,

ist also in jedem Punkt (z,y, 2) € R? gegeben durch

(422 +2)(2 +5) 4zy(z +5) 22
Me(f"(@,y,2) = | day(z+5) (AP +2)(z+5) 2y
2x 2y 0

Nun berechnen wir die Darstellungsmatrix von f”(x,y, z) beziiglich B durch Anwendung der Transfor-
mationsformel fiir Bilinearformen. Die Darstellungen der Vektoren u,v,w als Linearkombinationen der
Einheitsbasis, alsou =1-e1+0-e2+0-e3, v =1-e1+(—1)ea+0-e3, w =1-e1 + (—1)ea+ 1-e3, liefern

die drei Spalten der Transformationsmatrix



Mit der Transformationsformel erhalten wir nun

Mp(f"(x,y,2)) = ‘TEMe(f"(x,y,2)TE =
1 0 0 (422 + 2)(z + 5) dxy(z + 5) 2x 11 1
S I S doy(z+5) 2 +2)(z+5) 2|0 -1 —1| =
1 -1 1 2z 2y 0 0 0 1
(42% +2)(2 +5) 4zy(z +5) 2z 11 1
et (4 — day +2)(2 + 5) 4oy — 42 —2)(z+5)  2@-y |0 -1 —1| =

(422 —dzy +2)(2 +5) + 20 (doy —4y®> —2)(z +5)+2y 2@ —y)) \0O 0 1

(422 +2)(z + 5) (422 — 4oy + 2)(2 +5) (422 — 4oy + 2)(2 + 5) + 22
=t (42% — dzy + 2)(2 +5) 4(2% +y? — 220y + 1)(2 +5) 4% +y? —2zy +1)(2+5) +2(x —y)
(422 —dzy +2)(z +5) + 22 4(2? +y* —2zy+ 1)(z+5) +2(x —y) 4(@® +y*> — 22y +1)(z +5) +4(z — y)
Anmerkung:
Man kann die Darstellungsmatrix Mg(f”(z,y, z)) auch, wie in der Tutoriumsaufgabe, durch Einsetzen
der Vektoren u,v,w in die Bilinearform f”(x,y, z) ausrechnen. Eine weitere (wenn auch sehr umstindli-

che) Methode wére es, die Darstellungsmatrix durch die zweifachen Richtungsableitungen auszudriicken

OuOuf(z,y,2) OuOyf(2,y,2) Ouluf(2,y,2)
MB(fH(LC,y,Z)) = avauf(x7yvz) 6vavf($7yaz) 5vawf($>y72) )
6wauf(xa Y, Z) awavf(xa Y, Z) awawf(xa Y, Z)

und die zweifachen Richtungsableitungen mit Hilfsfunktionen auszurechnen. Definiert man beispiels-

weise die Hilfsfunktion ¢(t) = (x + ¢,y — t,2), dann erhdlt man 0,f(z,y,%) durch (f o ¢)(t) =
(2 + 5)el W=7 = (2 4 ) WD (0 g) (1) = (2z — y) + 4t)(z + e TV R

und
Quf(2,9,2) = (fe@)(0) = 20@—y)z+5)e V.
Den Matrixeintrag an der Position (2,2) erhdlt man nun durch
(Oufo)(t)=2((x+1t)— (y—1))(z+ 5)6(:zc_t)2+(y+t)2 =2z —y+20)(z + 5)ex2+y2+2(x—y)t+gt2 ,
(00 0 6) (1) = (= + )" WD g 9wy 4 2)(z 4 5) 2w — )+ D)z + 5)e” VT

&,&,f(x, Y, Z) = (8Uf © (b)/(O) = 4(1 + (l‘ - y)Q)(Z + 5)62?2—',-1/2
= 4@ +y* —2ay+1)(z+ 5)ex2+y2.



Aufgabe 2

Sei f : R — R3 die Abbildung mit den Komponentenfunktionen fi, fa, f3, also f(t) = *(f1(t), f2(t), f3(t))
fir alle t € R. Dann gilt jeweils

(go f)t) = g(fi(t), f2(t), f3(t)) = fu(t)fo(t) + fr(t) f3(t) + f2(t) f3(t) = F(t)

also g o f = F'. Die totalen Ableitungen von f und ¢ sind gegeben durch

t) und  ¢'(z,y,2) = (y+z T+2 a?+y>

HO
Fi(t) = (gof)®) = JUO)-10 = dh.L050) | B0| =
1)
HO
(RO+ 50 AO+ 0 AO+LO) | HEO] =
14(0)

A F2t) + fs(t) + SO (F1(8) + f3(8) + fE) (fr(8) + f28))-

Aufgabe 3

Folgende Einzelschritte sind auszufiihren:

(i) Berechnung der Umkehrfunktion g durch Auflésen der Gleichung (u, v, w) = f(z,y, z) fir vorgege-
benes (z,y, z) € U nach (z,v, z)

(ii) Nachweis der Gleichungen go f = idy und fog = idy um sicherzustellen, dass f und g tatsichlich

zueinander inverse Bijektionen U — V und V — U sind
(iii) Uberpriifung der Voraussetzungen der Umkehrregel

(iv) Anwendung der Umkehrregel

zu (i) Vorweg erinnern wir daran, dass man durch Einschrinkung der Sinusfunktion eine Bijektion

|—4m, in[ —]-1,1[ und durch Einschrinkung der Kosinusfunktion eine Bijektion ]0, 7[ — |—1, 1[ erhalt.

Die Umkehrfunktion ist jeweils der Arcus sinus bzw. der Arcus cosinus.

Sei nun (u,v,w) = f(z,y,z), also u = e” cos(y), v = e*sin(y) und w = cos(z). Wegen cos(z) € ]—1,1]
diirfen wir auf w = cos(z) den Arcus cosinus anwenden und erhalten z = arccos(w). Weiter gilt u? +v? =
e?® cos(y)? + e** sin(y)? = 2. Weil die Exponentialfunktion nicht Null wird, darf auf diese Gleichung

die Logarithmus-Funktion angewendet werden. Wir erhalten In(u? + v?) = 2z und x = £ In(u? + v?).

Aus v = e sin(y) = e? In(u®+v%) sin(y) = (u? +v?)/?sin(y) folgt sin(y) = e Wegen y € |—3m ix[
ist cos(y) # 0 und somit u # 0. Daraus folgt v? < u? 4+ v? und —1 < \/ﬁ < 1. Wir diirfen auf beide

v

Seiten der Gleichung sin(y) = T den Arcussinus anwenden und erhalten y = arcsin(ﬁ). Die



Gleichungen = = $1In(u? + v?), y = arcsin( 71,7 ), # = arccos(w) liefern uns einen Kandidaten fiir eine
Umkehrfunktion g : V' — R3, namlich
g(u,v,w) = (%ln(u2 +0?) arcsin(\/ﬁ) , arccos(w)) .

Die Funktion g ist tatsichlich auf ganz V definiert, denn fiir jedes (u,v,w) € V gilt u?® + v? > 0,
w € ]—1,1] und Jare € ]—1,1[, wie oben ausgefiihrt.

zu (ii) Zum Beweis von g o f = idy sei (z,y,2z) € U vorgegeben und (u,v,w) = f(z,y,z2), also
u = e cos(y), v = e”sin(y) und w = cos(z). Zu zeigen ist g(u,v,w) = (z,y,2), also x = 3 In(u? + v?),
y = arcsin(ﬁ) und z = arccos(w). Die letzte Gleichung ist wegen arccos(w) = arccos(cos(z)) = z
offenbar erfiillt. Weiter gilt 3 In(u? + v?) = 3 1n(e?* cos(y)? + e** sin(y)?) = L In(e*”) = 1 - 22 = z und

schlieBlich wegen u? + v? = €%, Vu? +v2 = €” und v = €®sin(y) auch Ty = e Seif(y) = sin(y) und

v

somit arcsin(ﬁ) = arcsin(sin(y)) = y.

Zum Beweis von fog = idy sei (u,v,w) € V vorgegeben und (z,y, z) = g(u,v,w), also x = %ln(u2+v2),
y = arcsin(\/ﬁ) und z = arccos(w). Zu zeigen ist f(x,y,z) = (u,v,w), also u = e*cos(y), v =
e?sin(y) und w = cos(z). Die letzte Gleichung gilt wegen cos(z) = cos(arccos(w)) = w. Weiter gilt

e” sin(y) = e* Sin(arcsin(ﬁ)) =€’ s, " = exp(3 In(u? + v?)) = Vu? + v?, somit e” sin(y) =

Vu? 4+ 0?2 Ty = v und e?® cos(y)? = e2*(1 —sin(y)?) = ** — e** sin(y)? = u? +v? —v? = u?, woraus

schlieBlich e® cos(y) = vVu2 = u folgt.

zu (ili) Die Funktion f ist stetig differenzierbar, weil die Komponenten von f aus beliebig oft diffe-
renzierbaren Funktionen zusammengesetzt sind. Die Funktion f : U — V ist eine Bijektion, und die
Umkehrfunktion g : V' — U ist stetig, weil ihre Komponenten ebenfalls aus beliebig oft differenzierba-
ren Funktionen zusammengesetzt sind. Als einzige weitere Voraussetzung der Umkehrregel ist noch zu
zeigen, dass f'(z,y,z) in jedem Punkt (z,y,z) € U invertierbar ist. Dazu berechnen wir zunéchst die
Jacobi-Matrix von f in einem solchen Punkt. Die Komponentenfunktionen von f sind gegeben durch

fi(z,y, 2) = e*cos(y), fa(z,y,2) = e*sin(y), f3(x,y,z) = cos(z) und haben die partiellen Ableitungen
81f1(x7y72) =e" COS(y) ) a?fl(xayvz) = —e” Sll’l(y) ) 83f1(337y,2) =0
alf?(xayaz) =e" Sln(y) ) 82]02(1'7?/32) =e’ COS(y) ) 03f2(x,y,2) =0

31f3($ay72’) :82f3(.’13‘,y72) =0 ) 83f3(x,y,z) :Sin(z)

insgesamt gilt also

e*cos(y) —e*sin(y) 0
f(xy,2) = e®sin(y)  e®cos(y) 0
0 0 —sin(z)

Die Determinante der Jacobi-Matrix ist jeweils gegeben durch

e®cos(y) —e”sin(y) 0
det f'(z,y,2) = det | e®sin(y) e”cos(y) 0 =
0 0 — sin(z)
o e’ COS(y) —e” Sln(y) et (— sin(z _ 7621 cos 2 sin 2 sin(z _ 7621/, sin(~
det <em sin(y)  e® cos(y) > det ( ( )) ( (y)* +sin(y) ) (2) (2).

Fiir alle (z,y,2) € U gilt z € |0, 7[, also sin(z) > 0 und damit insbesondere det f/(x,y, z) = €2*sin(z) # 0.
Insgesamt sind damit alle Voraussetzungen der Umkehrregel erfiillt. Folglich ist die Umkehrabbildung ¢

auf ganz V differenzierbar.



zu (iv) Ist (u,v,w) € V vorgegeben und setzen wir
(z,9,2) = [f'uv,w) = ($n(’+ v2),arcsin(ﬁ)@rccos(w)),

dann gilt

(em cos(y) —e* sin(y)) o _ ( e®cos(y) €* sin(y)) _ ( e Teos(y) e ® sin(y))

e?sin(y)  e” cos(y) —esin(y) e cos(y) —e *sin(y) e " cos(y)

und somit
-1
e® cos(y) —e”sin(y) 0
g (u,v,w) = flz,y,2)"" = e*sin(y) % cos(y) 0
0 0 — sin(z)
e Tcos(y) e Tsin(y) 0
= —e Tsin(y) e ? cos(y) 0
0 0 —sin(z)~!

Die Rechnung von oben zeigt, dass aus (u,v,w) = f(x,y,z) die Gleichungen e?** = u? + v2, sin(y) =

v . —r _ 1
T und somit auch e T und

W) = VISP = 1o s C

cos = — sin = - = - =

Y Y u? + v? u? + v? Vu2 + 02

folgen. Weil sin(z) wegen z € ]0, [ positiv ist und wegen sin(z)? = 1 — cos(z)? = 1 — w? gilt auch
sin(z) = v/1 —w?. Setzen wir diese Ausdriicke in die berechnete inverse Matrix ein, so erhalten wir

schlieBlich

’ll,2+’U2 u2+v2
/ _ v u
g (/LL7’U,’U)) - _u2+’u2 w202 O

0 0 —7==



