Analysis mehrerer Variablen (LA Gym)
— Lo6sung Blatt 10 —
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Aufgabe 1

siehe Tafel

Aufgabe 2

Zunéchst bestimmen wir die Funktion f zu der vorgegebenen Matrix A = (a;;) in ausgeschriebener Form.
Sei dazu = = (z1,...,2,) € R™ und y = Az. Nach Definition des Matrix-Vektor-Produkts ist die i-te
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Komponente von y gegeben durch y; = > :_; a;;x;, fir 1 <i <n. Es folgt

In dieser Darstellung kénnen wir nun die partiellen Ableitungen von f berechnen. Fiir die Berechnung
verwenden wir das Kronecker-Delta aus der Linearen Algebra (gegeben durch §;; = 1 und 4;; = 0 fiir
1 <1i,7 <n,i+#j) und die Tatsache, dass die partiellen Ableitungen auf den Polynomfunktionen durch
0i(xj) = 6,5 festgelegt sind, fiir 1 < ¢,j < n. Fiir 1 < k <n gilt nun jeweils
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wobei am Ende Ap, € R™ den k-ten Zeilenvektor und Ae; den k-ten Spaltenvektor der Matrix A
bezeichnet. Wie die Funktion f sind also auch die partiellen Ableitungen Ji f Polynomfunktionen, und

somit stetig. Dies zeigt, dass die Funktion f total differenzierbar ist, mit der totalen Ableitung

F@) = (At An)s - (Anet Au)z).

Aufgabe 3

Zunichst berechnen wir die partiellen Ableitungen 9 f und 9, f auf ganz R2. Weil die Funktion f auf der
offenen Menge R? \ {(0,0)} ohne Fallunterscheidung durch den Ausdruck f(z,y) = (22 + y?) sin(ﬁ)
definiert ist, kénnen wir fiir die Bestimmung der partiellen Ableitungen auf dieser Teilmenge die gewthn-

lichen Ableitungsregeln verwenden. Auf Grund der Quotientenregel gilt

o (ot ) - 2
W2y Y2 - (22 + 42)2
und mit der Produkt- und der Kettenregel erhalten wir
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lf(x7y) Z‘Sll’l(x2+y2>+(q; +y)( (x2+y2)2)cos<x2+y2>
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= 2xsin 24y —x2+y2005 PO

fiir alle (x,y) € R?\ {(0,0)}.



Durch eine vollkommen analoge Rechnung erhélt man

. 1 2y 1 . 2
Oof(z,y) = 2ysin (x2 " y2) T (:1:2 " y2> fir alle (z,y) € R*\ {(0,0)}.

Nun berechnen wir die partiellen Ableitungen noch im Punkt (0,0). Dazu verwenden wir die die Hilfs-
funktionen ¢y, s : R — R? gegeben durch ¢;(t) = te; = (t,0) und ¢o(t) = tes = (0,t). Nach De-
finition existiert 0 f(0,0) genau dann, wenn f o ¢; in 0 differenzierbar ist, und in diesem Fall gilt
81£(0,0) = (f 0 ¢)'(0). Fiir alle t € R\ {0} gilt (f 0 ¢1)(t) = f(£,0) = t?sin(zigz) = t*sin(t~?), aufer-
dem (f o ¢1)(0) = f(0,0) = 0. Insgesamt stimmt f o ¢; also auf ganz R mit der Funktion g : R — R
gegeben durch

ot) = t2sin(t=2) fiirt #0

0 firt=20

iiberein. Wir zeigen, dass diese Funktion im Nullpunkt differenzierbar ist, mit Ableitung ¢'(0) = 0. Fiir
alle t € R\ {0} ist der Differenzialquotient von g gegeben durch

IO =90 _ gy = psin(e?).

t—0
Ist (tn)nen eine Folge in R\ {0} mit lim, ¢, = 0, dann gilt 0 < |¢,sin(¢,?)| < |t fiir alle n € IN.
Aus lim, [t,| = 0 folgt lim,, |t, sin(,,%)| = 0 mit dem Sandwich-Lemma, also auch lim,, t,, sin(¢; %) = 0.
Damit ist der Nachweis von 9y f(0,0) = (f o ¢1)'(0) = 0 abgeschlossen. Ebenso iiberpriift man, dass
auch (f o ¢2)(t) = g(¢) fiir alle t € R gilt, woraus sich auch 92 f(0,0) = 0 ergibt. Insgesamt sind also die

partiellen Ableitungen gegeben durch

1 2z 1
2x sin ( ) — cos ( > fiir (x,y) # (0,0)
ofley) = Shyt) e Ay
0 fiir (z,y) = (0,0)
und ) ) )
2y sin ( > — cos < ) fiir (x,y) # (0,0)
Oofley) = )by
0 fir (z,y) = (0,0).

Wir zeigen nun, dass 9; f im Punkt (0, 0) unstetig ist und betrachten dazu die Folge ((@y, Yn))nen gegeben

durch (z,,yn) = (\/%,0) fiir alle n € IN. Wegen hrf VT = +oo gilt lim, v2mn = 400 und somit
™ r—r 400

lim,, \/ﬁ =0, also lim, (x,,, yn) = (0,0). Wire 9 f in (0,0) stetig, dann miisste also lim,, 1 f(2n, yn) =
01 1(0,0) = 0 gelten. Fiir alle n € IN gilt aber
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= sin(27n) — 2V 27wn cos(2mn = -0—-2V2m -1 = —=2V2mn
Vo Sn(@mn) = 2V eos(2mn) = a

und somit lim,, &1 f(zn, yn) = —o0. Dies zeigt, dass 0; f im Nullpunkt unstetig ist. Fiir 05 f verwendet

man entsprechend die Folge gegeben durch (x,,,y,) = (0, , um zu zeigen, dass Jo f im Punkt (0, 0)
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2mn
unstetig ist.



Nun untersuchen wir noch die totale Differenzierbarkeit von f im Punkt (0,0). Nach Definition ist f
genau dann im Punkt (0,0) total differenzierbar, wenn eine lineare Abbildung ¢ : R? — R und eine
Funktion v : R? — R existieren mit der Eigenschaft, dass f((0,0) + h) = £(0,0) + ¢(h) + ¥ (h) und
limy, o ||2] Ll (R) = 0 erfiillt sind. Laut Vorlesung ist die totale Ableitung (im Falle der Existenz) durch
die partiellen Ableitungen gegeben. Deshalb kommt fiir ¢ nur die lineare Abbildung gegeben durch
die Nullmatrix (01 f(0,0) d2f(0,0)) = (0 0) in Frage, es ist also ¢ = 0. AuBerdem gilt f(0,0) = 0.
Insgesamt stimmt f also mit dem ,,Fehlerterm* 4 iiberein, und wir miissen fiir den Nachweis der totalen

Differenzierbarkeit im Nullpunkt zeigen, dass lim, ) (0,0) [|(x, ¥) |5 f (2, y) = 0 gilt.

Dazu schitzen wir den Ausdruck ||(z,y)||lf(z,y) fiir beliebiges (z,y) € R?\ {(0,0)} betragsmiiflig
ab. Ist z = 0, dann gilt y # 0 und |f(z,y)] = y?sin(y=2) und |(z,9)||<! = |y|, insgesamt al-
so |[(x, ) Iz2|f(x,y)| = |yl|sin(y=2)] < |y|. Ebenso erhiilt man im Fall y = 0 die Abschiitzung
|z, )|zt f (2, y)] < |x|. Ist @ # 0 und y # 0, dann erhalten wir

I DIZ @yl = @IS @ +5?)

1
in(s )| = IelE )

= @yl + @ yldy < Jz 2P+ yl Ty = Jz[+ |yl

Die Abschitzung ||(z, )|zt f(z,y)] < |z| + |y| ist also in jedem Fall giiltig. Sei nun ((@n,Yn))nen
eine Folge in R? \ {(0,0)} mit lim,(z,,y,) = (0,0). Dann gilt lim,x, = 0, lim,y, = 0, al-
so auch limy(jzal + lyal) = 0, und wegen 0 < [[@n g |2/ @)l < [zal + |yl fir al
le n € N folgt limy, ||(zn, yu)llf(Zn, yn)] = 0, mit dem Sandwich-Lemma. Also gilt tatsichlich
lim (. ) (0,0) [|(2, ¥) | f(z,y) = 0. Die Funktion f ist also im Nullpunkt total differenzierbar, mit

£'(0,0) = (0 0) als totaler Ableitung.

Hinweis:
Das Beispiel zeigt, dass die Umkehrung von Satz (8.8) im Allgemeinen falsch ist: Aus der totalen Diffe-

renzierbarkeit in einem Punkt folgt im Allgemeinen nicht die Stetigkeit der partiellen Ableitungen.



