Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung von Blatt 8 —
(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

Abweichend von der Aufgabenstellung untersuchen wir jede Menge nicht nur auf relative Offenheit,

sondern auch auf relative Abgeschlossenheit.
zu (a)(i) Das offene Intervall | -3, 3 [ ist offen in R. Es gilt X N]—1,3[ = ([0,1]N]-%,2) U ([2,3]n
|-%.2]) = [0,1]U @ = @. Das Kriterium aus Satz (4.22) zeigt, dass U; = [0,1] eine relativ offene
Teilmenge von X ist.

3, %[ offenin R. Es gilt X N ]2, I[=([0,1]n]3, DU ([23]n]3, 3] =
@ U[2,3] = [2,3]. Also ist die [2,3] in X relativ offen, und folglich ist U3 = X \ [2,3] in X relativ

abgeschlossen.

Ebenso ist das offene Intervall ]

zu (a)(il) Sei dx die Metrik auf X, die durch Einschrinkung von d zu Stande kommt. Nach Definition
ist eine Teilmenge U C X genau dann relativ offen bzw. abgeschlossen in X, wenn U im metrischen
Raum (X, dx) offen bzw. abgeschlossen ist. Nach Satz (4.5) ist X in (X, dx) stets offen, also ist Uy = X
relativ offen in X. Ebenso ist X in (X, dx) nach Satz (4.14) stets abgeschlossen, also ist Us auch relativ

abgeschlossen in X.

zu (a)(iii) Das abgeschlossene Intervall [1,2] ist eine abgeschlossene Teilmenge von R, also ist U =
R\ [1,2] offen in R. Es gilt X NU = X \ [1,2] = [0,1[U]2, 3] = Us; dies zeigt, dass Us in X relativ offen

ist.

Wire Uz in X relativ abgeschlossen, also nach Definition eine abgeschlossene Teilmenge des metrischen
Raums (X, dx), dann miisste nach Satz (4.16) der Grenzwert jeder Folge in Us, die in X konvergiert,
in Us liegen. Nun ist die Folge (z,,)nen gegeben durch z, =1 — % in X enthalten, und sie konvergiert

gegen lim, x, = 1. Aber 1 ist kein Element von Ujs. Also ist Us nicht relativ abgeschlossen.

zu (b) Die Menge U = [%, %[ erfiillt offenbar @ C U,V C X, und sie ist in X weder relativ offen noch
relativ abgeschlossen. Denn wiire sie relativ offen, dann giibe es ein € € R™ mit Bg(%) NX C U, wobei
B, (%) den offenen Ball in R vom Radius & um 3 beziiglich der Standardmetrik bezeichnet. Wéhlen wir
aber t € R beliebig mit max{0, 3 —e} <t < 3, dann gilt zwar t € B.(}), aber t ¢ U. Um zu zeigen, dass
U auch nicht relativ abgeschlossen ist, verwenden wir wieder das Kriterium aus Satz (4.16). Die Folge
(Yn)nen gegen durch y, = % — ﬁ ist zwar in U enthalten und besitzt in X den Grenzwert %, aber der

Grenzwert liegt nicht in U.

Fiir die Menge V konnen wir V = Uj setzen. Es gilt @ C U; C X, und wir haben bereits gezeigt, dass

U; in X relativ offen und relativ abgeschlossen ist.

Aufgabe 2

zu (a) Wire T C R kompakt, dann wire T nach dem Satz von Heine-Borel beschrinkt und abge-
schlossen. Nehmen wir an, dass T abgeschlossen ist. Dann muss nach Satz (4.16) jede Folge in T, in
in R konvergiert, ihren Grenzwert in 7' haben. Wir betrachten nun die Folge (2, )men gegeben durch
Tm = (—1)?™(1—55) = 1— 51 Diese ist offenbar in T" enthalten, und es gilt lim, 2,,, = lim,, (1— 5-) =

1 —0 = 1. Aber der Grenzwert 1 ist kein Element von T', denn jedes Element in x € T hat die Form
z=(-1)"(1—2) fir ein n € N, also |z| = |1 — 1| < 1 und damit « # 1. Also ist 7" nicht abgeschlosen.



zu (b)  Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von 77 = T U {—1,1} in R. Dann gilt insbesondere —1 €
Uic; Ui und 1 € (J;; Us, es gibt also ki, k2 € T mit —1 € Uy, und 1 € Uy,. Da Uy, und Uy, offen
sind, gibt es €1,e9 € RT mit B, (—1) C Uy, und B.,(1) C Ug,. Sei N € N so groff gewihlt, dass

% < min{eq, o} gilt. Wir zeigen nun, dass
(-D)"1-21)e Uy, U, firalle n>N erfillt ist.

Sei also n € IN mit n > N vorgegeben. Ist n gerade, dann gilt (—1)"(1 — 1) =L und |(1-2) - 1] =
L < ey Also ist (—1)"(1 — 1) in B.,(1) und damit in Uy, U Uy, enthalten. Ist n ungerade, dann gilt
(-D)"1-1)=21—1und (£ —1)—(-1)| =1 <&y, also (=1)"(2 — 1) € B, (—1) und somit ebenfalls

n n

(—1)"(E = 1) € Uy, U,

Weil (U;);er eine offene Uberdeckung von T”, gibt es auch fiir jedes n € IN mit 1 <n < N ein j, € I mit
(=1)"(+ —1) € Uj,. Setzen wir nun J = {j1, ..., jn—1, k1, k2}, dann gilt insgesamt 7" C Ujes Uj- Also ist
durch (Uj);es eine endliche Teiliiberdeckung von 7" in (U;);cr gegeben.

Aufgabe 3

Sei (U;)ier eine offene Uberdeckung von A. Wir miissen zeigen, dass eine endlichen Teilmenge J C T
existiert, so dass auch (U;);cs eine offene Uberdeckung von A ist. Sei k € {1, ...,n}. Die Familie (U;);cs
ist nicht nur eine offene Uberdeckung von A, sondern auch von Ay, wegen Uie] U; D AD Ag. Weil Ay,

kompakt ist, existiert eine endliche Teilmenge Ji C Ij, mit |J U; O Ag. Setzen wir J = J; U...U J,,

i€Jy
dann ist auch dies eine endliche Teilmenge von I, und auflerdem gilt

Uu = CJUUi ) LnJAk = A
ieJ k=14ieJy k=1

Also ist (U;)ics eine offene Uberdeckung von A.



