Analysis mehrerer Variablen (LA Gym)
— Lo6sung Blatt 7 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

zu (a) Nach Satz (1.7) sind alle Normen auf R? dquivalent, nach Prop. (4.4) definieren dquivalente
Normen die gleichen offenen Mengen, und nach Prop. (4.7) l4sst sich die Definition der Umgebung auf
die offenen Mengen zuriickfithren. Deshalb kénnen wir davon ausgehen, dass die Offenheit einer Menge
und die Umgebungs-Eigenschaft durch die || - ||oo-Norm definiert ist. Fiir jeden Punkt p € R? und jedes
r € RT sei B,.(p) der offene Ball vom Radius r beziiglich || - ||oo. Sei nun p = (x,y) € R? vorgegeben.

“

»,=%“ Setzen wir voraus, dass U eine Umgebung von p ist. Dann gibt es ein € € R™ mit B.(p) C U. Fiir

jeden Punkt (z',y') € R? gilt die Aquivalenz
(@.y) e B:(p) & @' y)-(@yle<e & @ -2y -ylo<e &
max{|z’ — [,y —yl} <e & -2y -yl<e &
r—e<a <xte,y—-ce<y<yte & (@,y)e€lr—exte[xly—cy+te[.

Setzen wira =z —e,b=x+¢,c=x—¢,d =z + ¢, dann gilt also ]a,b[ X |]¢,d[ = B:(z,y) C U und
auflerdem offenbar ¢ < z < bund c <y < d

»<* Es geniigt zu zeigen, dass V = ]a, b[ x]e, d[ eine offene Teilmenge von R? ist, denn laut Vorlesung ist
U genau dann eine Umgebung von (z,y), wenn eine offene Menge V mit (z,y) € V und V C U existiert.
Die Abbildungen 7, s : R? — R gegeben durch 7 (z,y) = = und 72 (x,y) = y sind stetig. Daraus folgt,
dass die Urbilder 77 *(Ja, b[) und 7T£ Je,d[) der offenen Teilmengen |a,b[,]c,d] C R offen sind. Damit ist
auch der Durchschnitt 7, *(Ja, b[) N Wé le, d[) offen, und dieser stimmt mit V' = ]a, b x |¢, d[ iiberein, denn

fiir alle (z,y) € R? gilt die Aquivalenz

(z,y) € ' (a,b) Nyt (e, d) & (z,y) € mp ' (Ja,b0]) und (z,y) € 73 (e, d]) &

x=m(z,y) €la,b[ und y = ma(z,y) € lc,d] & (x,y) € |a,b] X ], d[.

zu (b) Sei (x,y) € U x V vorgegeben. Zu zeigen ist, dass ein ¢ € RT mit B.(z,y) C U x V existiert. Fiir
jedes a € R und r € R sei By ,(a) der offene Ball vom Radius 1 beziiglich der Standard-Metrik d; auf
R gegeben durch di(u,v) = |u — v| fiir alle u,v € R. Fiir alle u € R gilt die Aquivalenz u € By ,.(a) &
lu—al<reas—-r<u<a+reaclu—ru+r]also By (a) =]u—ru+r

Auf Grund der Offenheit von U gibt es ein &y € RT mit By, (z) = |z —e1,2 +e1[ C U, und weil V
offen ist, existiert ein eo € R mit By ., (y) = Jy — €2,y + £2[ C V. Insgesamt gilt also |z — ey, + 1] X
Jly — €2,y + 2] C U x V. Nach Teil (a) folgt daraus, dass U x V eine Umgebung von (z, y) ist, und daraus

wiederum folgt nach Definition, dass ein € € RT mit B.(z,y) C U x V existiert.



Aufgabe 2

zu (a) Laut Vorlesung ist die Abbildung 73 : R®* — R, (2,9, 2) + 2 stetig. Weil das Urbild einer abge-
schlossenen Teilmenge von R unter einer stetigen Abbildung abgeschlossen ist, und weil abgeschlossene

Intervalle abgeschlossene Teilmengen von R sind, ist Vi = 75 1([0,1]) eine abgeschlossene Teilmenge von
R3.

Weil die Funktion f : R* — R gegeben durch f(z,v,2) = (1 — 2)?> — 2% — y? durch Addition und
Multiplikation aus den stetigen Abbildungen (z,y,2) — z, (z,y,2) — y, (z,y,2) — z und konstanten
Abbildungen zu Stande kommt, ist auch f stetig. Das abgeschlossene Intervall [0, +o0o[ ist abgeschlossen,
somit ist auch Vo = f~1([0, +oc[) abgeschlossen. Als Durschnitt zweier abgeschlossener Teilmengen von

R3 ist auch Vi N V5 abgeschlossen. Die Aquivalenz
(x,y,2) eVinNVy & (2,4,2) €VE A (z,y,2) €V &
(z,y.2) € m3 '([0,1]) A (z,y,2) € f7H([0,+o0]) &
m3(2,y,2) €[0,1] A f(2,y,2) €[0,400] & z€[0,1] A (1—2)? -2 —4y*>0
& 0<2z<1 A (Q=-272<2’+¢y* & (z,9,2)€A
zeigt, dass A = V3 NV, gilt. Also ist A abgeschlossen.

zu (b) Weil die Teilmengen ]0, 1[ und ]0, +oo[ von R offen und 73 und f stetig sind, sind U; = 73 *(]0, 1[)
und Uy = f71(]0, +o0o[) offene Teilmengen von R3. Als Durchschnitt zweier offener Teilmengen ist auch

U, N U, eine offene Teilmenge von R3. Auf Grund der Aquivalenz
(x,y,2) eU1NU; & (x,y,2) €U A (z,y,2) €U &
(z,y.2) € m31(10,1]) A (z,y,2) € f71(0,+o0]) &
m3(z,y,2) €10,1] A f(z,9,2) €]0,400][ & 2€]0,1[ A (1—-2)2—2>-9*>0 <&
0<z<lA (1-22%<2’4+y*> & (2,9,2)€EB

gilt B = Uy N U,, also ist auch B offen. Auf Grund der Offenheit von B gibt es fiir jeden Punkt
(z,y,2) € B ein ¢ € R mit B.(z,y,2) € B C A, wobei B.(x,y,z) den offenen Ball vom Radius &
um (z,y, z) beziiglich der Norm || - || bezeichnet. Dies zeigt, dass A fiir jeden Punkt (z,vy, z) € B eine
Umgebung ist. Also sind alle Punkte von B innere Punkte der Menge A.

Liegt ein Punkt (z,y,z) in A\ B, dann gilt z = 0, z = 1 oder 2 + y?> = (1 — 2)2. Wir zeigen, dass
(z,y,2) in keinem der drei Félle ein innerer Punkt von A ist. Wire dies so, dann gibe es ein ¢ € R*
mit B.(z,y,2) C A. Ist nun z = 0, dann liegt der Punkt (z,y, —i¢) wegen ||(z,y, —3¢) — (2,9, 2)||o0 =
[(z,y,—1e) — (2,4,0)|loc = [|(0,0, —3e|loc = 1e < € zwar in B.(z,y,z), wegen —3e < 0 aber nicht in A.
Also ist Be(z,y,2) C A in diesem Fall nicht erfiillt. Ist z = 1, dann liegt der Punkt (z,y,1 + 3¢) wegen
[(z,y,1+ %) — (2,4, 2)|loo = [(z,y,1 + 2€) — (2,4, 1)]loo = [/(0,0,3¢)[|c = & < e ebenfalls zwar in
B.(z,y, ), aber nicht in A. Also gilt B.(z,y,z) C A auch in diesem Fall nicht.



Betrachten wir nun noch den Fall 22 +y? = (1—2)2. Im Fall z > 0 setzen wir x; = :c—i—%s, im Fall z < 0 sei
21 = z— 2e. Dann gilt in beiden Féllen |z1| = |z|+ L&, also insbesondere 23 > z%. Sei nun ¢ = (z1,y, 2).
Dann gilt einerseits ¢ € Be(z,y,2) wegen |lg — (2,,2)|lc = [[(x — #1,0,0)||0c = |z — 1] = 3¢ < €,
andererseits ist ¢ aber wegen 2% + y? > 22 + y? = (1 — 2)? kein Element von A. Also ist B.(z,y,2) C A

auch hier nicht erfiillt.

Aufgabe 3
zu (a) Seien f,g € V und A € R sowie x € [0, 1] vorgegeben. Dann gilt
wro@ = [Grawd = [ redas [ goa = o+ o),
0 0 0

Daraus folgt ¢(f + g) = ¢(f) + ¢(g). Ebenso folgt aus

SOA)(@) = /Om(Afxt) i = A /Omﬂt) i = AG(f)(x)
die Gleichung ¢(Af) = Ap(f).

zu (b) Sei S = {|¢(flcc | F €V, ||fllec < 1}. Wir zeigen, dass max S = 1 gilt; daraus folgt nach
Definition, dass die Operatornorm von ¢ gleich 1 ist. Sei dazu f € V mit || f]lcc < 1 vorgegeben. Dann
gilt |f(¢)| <1 fiir jedes ¢ € [0,1]. Weiter gilt fiir jedes z € [0, 1] die Abschétzung

[ s dt\ < [l

und somit ||¢(f)]lec = sup{|¢(f)(z)| | z € [0,1]} < 1. Dies zeigt, dass 1 eine obere Schranke von S ist.

[p(N) )] =

Sei nun speziell f; : [0,1] — R die konstante Funktion gegeben durch f;(¢) = 1 fiir alle ¢ € [0, 1]. Als
konstante Funktion ist f; stetig, auBlerdem gilt || f1||o = sup{|fi(¢)| | t € [0,1]} = 1. Dariiber hinaus gilt

/Ozfl(t)dt‘ - /Ozldt’ -

und somit ||¢(f1)]lco = sup{|o(f1)(z)| | z € [0,1]} = sup{|z| | z € [0,1]} = 1. Dies zeigt, dass 1 € S gilt.

Insgesamt erhalten wir ||¢|| =sup S = max S = 1.

fiir jedes z € [0, 1] jeweils

[p(f1)(@)] =




