Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung Blatt 5 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Die induzierte Metrik d ist durch d(v,w) = |jv — w]| fiir alle v,w € V definiert. Umgekehrt kann
man aus einer Metrik durch ||v|| = d(0Oy, v) eine Norm machen, wenn d bereits durch eine Norm induziert

ist. Man erhélt dann einfach diese Norm zuriick.

Aus einer beliebigen Metrik kann man aber auf diese Weise im Allgemeinen keine Norm gewinnen.
Betrachtet man auf V' zum Beispiel die diskrete Metrik dy, dann wére |[v|| = oy (0y,v) = 1 fir alle
v € V\ {0y }. Fiir jeden Vektor v # Oy miisste dann ||2v]] = 1, wegen der Normeigenschaft aber zugleich
auch ||2v|| = 2||v|| = 2 gelten. Dies zeigt, dass die diskrete Metrik auf einem R-Vektorraum V # {0y}

keine Norm liefert.

zu (b) Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass My g als R-Vektorraum 4-dimensional und somit
isomorph zum R* ist. Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, kann ein beliebiger Isomorphismus
¢ : Ma g — R* genutzt werden, um aus einer Norm || - || auf R* eine Norm || - || auf Ma g zu gewinnen,
indem man n#mlich ||A]|" = ||¢(A)]|| setzt. Beispielsweise liefert die p-Norm fiir jedes p > 1 oder p = oo
durch ||A]" = ||¢(A)||, eine Norm auf Ms g.

zu (¢) Ist (z(™) eine Cauchyfolge in R beziiglich der diskreten Metrik dr, dann gibt es insbesondere
fir e = 1 ein N € N, so dass dg(z(™,2(™) < ¢ fiir alle m,n > N erfiillt ist. Nach Definition der
diskreten Metrik ist dies gleichbedeutend mit (™ = z(™ fiir alle m,n > N. Cauchyfolgen werden also
nach endlich vielen Schritten konstant. Wie wir in der Vorlesung gesehen haben, sind umgekehrt Folgen
mit dieser Eigenschaft in (R,dR) konvergent, und somit insbesondere Cauchyfolgen. (Wir haben also

zugleich auch gezeigt, dass (R, dr) ein vollstindiger metrischer Raum ist.)

zu (d)  Wir betrachten in A die Folge (z,,)nen gegeben durch z,, = % fiir alle n € IN. Aus der Analysis
einer Variablen wissen wir, dass (2, )nen im herkommlichen Sinn (also im metrischen Raum R mit der
Metrik dg gegeben durch d(a,b) = |b — a|) gegen 0 konvergiert. Auerdem wissen wir, dass konvergente
Folgen Cauchyfolgen sind (ebenfalls im herkémmlichen Sinn). Aber daraus folgt, dass (zy)nen auch in
(A, d) eine Cauchyfolge ist, denn fiir jedes ¢ € RT gibt es ein N € IN mit d(x,,, T,) = |2y — Ty | < € fiir
alle m,n > N.

Nehmen wir nun an, dass (z,)nen im metrischen Raum A gegen ein a € A konvergiert. Dann existiert
fiir jedes e € R jeweils ein N € IN, so dass |z, —a| = d(a, x,) < € fiir alle n > N gilt. Aber daraus ergibt
sich, dass (2, )nen auch im herkémmlichen Sinn gegen a konvergiert. Weil der herkémmliche Grenzwert
der Folge im metrischen Raum (R, dg) die Null ist, muss (auf Grund der Eindeutigkeit des Grenzwerts)

a = 0 gelten. Aber a ist nicht in R enthalten, Widerspruch!



Aufgabe 1
zu (a) Wir iiberpriifen die Bedingungen (i) bis (iii) in der Definition einer Metrik.

zu (i) ,=% Selen z,y € V mit d(x,y) = 0. Wegen d(z,y) # 1 muss ||z —y||2 < 1 gelten. Wir erhalten
|l —yll2 = d(z,y) = 0 und somit x —y = 0und z = y. ,<“ Ist x =y, dann folgt ||z — y||2 = 0,
insbesondere ||z — y||2 < 1 und damit d(z,y) = ||z — y|l2 = 0.

zu (i) Seien z,y € V vorgegeben. Wir unterscheiden zwei Fille. Ist ||z — y|l2 < 1, dann gilt auch
ly==ll2 = [[(=1)(z—=y)ll2 = [-1[[[z=yll2 = [[x=yll2 < 1und somit d(z,y) = [z—y[2 = [y—z]2 = d(y, z).
Gilt dagegen ||z — y||2 > 1, dann ist auch ||y — z|2 > 1 und d(z,y) = 1 = d(y, z).

zu (iii)  Seien z,y,z € V vorgegeben. Wir betrachten zuniichst den Fall, dass ||z — yll2 < 1 und
ly — z|]|]2 < 1 gilt. Nach Definition von d gilt d(z,z) < |Jz — z||2 unabhéingig davon, ob ||z — z|2 < 1
oder ||z — z||2 > 1 ist. Wir erhalten somit d(z,2) < ||z — 2|2 < ||z — yll2 + |y — 2|2 = d(z,y) + d(y, 2).
Setzen wir nun ||z — y||l2 > 1 oder ||y — z|l2 > 1 voraus. Dann ist d(z,y) + d(y,z) > 1. Wir erhalten
d(z,z) <1< d(z,y) + d(y, 2).

zu (b) Nehmen wir an, dass d durch eine Norm || - || induziert ist. Sei v € V ein Vektor mit ||v|| > 1.
Dann gilt d(0y,v) = 1 nach Definition von d, und wegen ||2v]|2 = 2||v||2 > 2 > 1 ist auch d(0y, 2v) = 1.

Wegen v # 0y ist auerdem ||v]| # 0. Ingesamt erhalten wir
20vll =20 = d(Ov,20) = 1 = d(Ov,v) = [l ,
und Division durch ||v|| liefert die Gleichung 2 = 1. Dies zeigt, dass die Annahme falsch war.

zu (¢) Weil die hier angegebene Metrik nur Werte aus dem Intervall [0,1] annehmen kann, ist jede
Folge in (V,d) beschrinkt. Wiirde der Satz von Bolzano-Weierstrass hier gelten, dann miisste also jede
Folge konvergent sein. Aber die Folge (nej)nen bestehend aus den Vielfachen des Einheitsvektors e; ist
offenbar divergent, denn fiir alle m,n € IN mit m < n gilt |[ne; — me1|2 = (n —m)lleifa = (n—m) > 1
und somit d(mej,ne;) = 1. Setzen wir also ¢ = 1, dann gibt es kein N € IN mit der Eigenschaft,
dass d(mey,ne;) < e fiir alle m,n > N erfiillt ist. Die Folge ist also keine Cauchyfolge und somit laut

Vorlesung erst recht nicht konvergent.

Aufgabe 2

zu (a) Sei zunéchst r = 1. Ist € V ein Vektor mit d(0y,z) < 3 < 1, dann muss ||z[] < 1 und
d(Ov,z) = ||z| gelten. Daraus folgt By (0v) = {z € V' [ [lz]|2 < 1} und B%(Ov) ={zeV||z| < i}
Also ist B1(Oy) der offenen Ball vom Radius % beziiglich der gewhnlichen 2-Norm, und B% (Oy) ist der

abgeschlossene Ball vom Radius % beziiglich dieser Norm.

Nun betrachten wir r = 1. ist z € V mit d(0y,z) < 1, dann gilt ||z|2 < 1 und d(Oy,z) = ||z||2-
Daraus folgt B1(0y) = {x € V| ||z||2 < 1}. Andererseits gilt d(0y,x) < 1 fiir alle 2 € V. Daraus folgt
Bi(0y) =V.



Sei nun r = 2. Die Ungleichung d(Oy,x) < 2 ist fiir alle z € V erfiillt, erst recht die Ungleichung
d(Oy, ) < 2. Daraus folgt By(0y) = Bo(0y) = V.

zu (b) Sei a € V beliebig vorgegeben. Wir zeigen

(i
(i)

111

(iif)
(iv) Bp(a)=V fiirr > 1

zu (i) ,C¢ Ist z € B.(a), dann gilt d(a,x) < 1 und somit ||z — a|lzs = d(a,z) <r. ,2¢ Seiz eV

b

mit || — all2 < r < 1. Dann folgt d(a,x) = ||z — a|l2 < r und = € B,(a).

zu (ii) Die Inklusion ,,C* ist offensichtlich. Da d(a,z) <1 < r fiir jedes x € V gilt, ist auch V C B,.(a)
erfiillt.

zu (iii) ,C“ Ist z € By(a) mit d(a,z) < r < 1, dann gilt d(a,z) = || — a||2 und somit ||z — al|2 =
dla,z) <r. ,2% Istx € V mit ||z —al2 <r <1, dann folgt d(a,x) = ||z —all2 < 7.

zu (iv) Hier ist die Inklusion ,,C* wieder offensichtlich. Umgekehrt gilt d(a,z) <1 < r fiir x € V und
somit V C B,(a).

Aufgabe 3

zu (a) Zunéchst beweisen wir fiir || - ||; die Eigenschaften (i) bis (iii) in der Normdefinition.

zu (i) ,=“ Fir f =0y ist |Ov]1 = fol 0] de = 0. ,<* Vorausgesetzt ist || f|j1 = 0; nehmen wir
an, dass f # Oy ist. Dann gibt es einen Punkt ¢ € [0,1] mit f(c) # 0. Wir setzen zuniichst voraus, dass
¢ < 1 gilt, und setzen ¢ = |f(c)|. Mit f ist auch die Funktion |f| gegeben durch |f|(z) = |f(z)| stetig,
und auf Grund dieser Stetigkeit gibt es ein § € RT, so dass ||f(z)| — [f(c)|| < ie fiir alle z € [0, 1] mit
|z — ¢| < 4. Nach eventueller Verkleinerung von ¢ kénnen wir ¢+ ¢ < 1 annehmen. Inbesondere gilt dann

|f(z)| > e fiir alle z € [c, ¢+ 4], und es folgt

1 c+6
I = /Olf(x)\dx > / f@lde > 6-te > 0

insbesondere also || f||1 # 0, im Widerspruch zur Voraussetzung. Im Fall ¢ = 1 verlduft der Beweis analog,

an Stelle von [c, ¢ + §] muss lediglich ein Intervall der Form [1 — §, 1] mit 6 < 1 betrachtet werden.

zu (ii) Seien A € R und f € V vorgegeben. Dann gilt

1 1
[Afll = /OIAf(I)IdI = I/\\/Olf(x)\dl’ = A

zu (iii) Seien f,g € V vorgegeben. Fiir jedes x € [0,1] gilt |(f + g)(x)| = |f(z) + g(z)| < |f(x)| + |g(z)|.
Daraus folgt

1ol = /Ol(f+g)(w)ldff < /O<|f(x>|+\g<x>\>dx

1
=, |f(2)] do + ; (@) de = [[fllx +[lgll-

Nun beweisen wir die Normeigenschaften noch fiir || - ||oo-



zu (i) ,=“ Esgilt ||0y]|c = sup{|Ov(z)| | z € [0,1]} =sup{0} =0. ,<* Ist f €V mit | f]lec =0,
dann ist sup{|f(x)| | € [0,1]} = 0. Es gilt also 0 < |f(z)| < 0 fiir alle € [0, 1]. Daraus folgt f(z) =0
fiir alle € [0,1], also f = Oy.

zu (ii) Seien A € R und f € V vorgegeben. Nach dem Maximumsprinzip aus der Analysis einer
Variablen gibt es ein z¢ € [0,1] mit |f(x0)] = sup{|f(z)| | = € [0,1]} = ||f]lco. Fiir alle z € [0,1] gilt
also |(Af) ()| = [A[f(2)] < [A|f(z0)], und auBerdem [(Af)(zo)| = |Allf(z0)|- Daraus folgt [|Afllec =
sup{|(Af) ()] |« € [0, 1} = [Al[f (zo)| = [Alll flloe-

zu (iii) Seien f,g € V vorgegeben. Wiederum auf Grund des Maximumsprinzips gibt es ein z € [0, 1]

mit [(f + g)(w0)| = sup{|(f + 9)I(2) | & € [0, 1]} = £ + glloc- Es gilt nun
If+gle = [F+9)@)l < If@ol+lg@o) <

sup{[f(z)| |z € [0,1]} +sup{lg(z)| [z € [0,1]} = [[fllcc + lIglco-

zu (b) Sei f € V vorgegeben. Nach dem Maximumsprinzip gibt es fiir f € V ein 2y € [0,1] mit
|f(z0)] = sup{|f(z)| | x € [0,1]} = || flloo- Es gilt also |f(x)| < |f(xo)| fiir alle 2 € [0, 1]. Wir erhalten

1 1
1 = / f@) de < / fao)de = [f@)1-0) = [f@o) = [l
zu (¢) Fiir jedes n € IN gilt || fnll1 = fol |z™| dz = fol " dx = [n%rlx”“'l]é = - Andererseits gilt

fu(1) =1 und f,(z) = 2™ <1 fiir alle z € [0,1], und daraus folgt ||f.|lcc = 1 fiir alle n € IN. Nehmen
wir nun an, es gibt eine Konstante v € R mit || f||oc < || f]1 fiir alle f € V. Dann gilt insbesondere
I fnlloo < Y|l fnllr fiir alle n € IN. Durch Einsetzen der Werte von || f,,||co und || f» ||1 erhalten wir 1 < 'yn%rl
und somit n+1 < « fiir alle n € IN. Aber dies ist offenbar unméglich, da IN eine unbeschrinkte Teilmenge

von R ist.



