Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung Blatt 4 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Eine Norm auf einem R-Vektorraum V ist eine Abbildung || - || : V' — R, die die Bedingungen
[v]] =0 < v =0y, ||M] = [A||v]] und |jv + w| < ||v]| + ||w]| fiir alle v,w € V und A € R erfiillt. Auf
V = R" ist die euklidische Norm durch |[v|| = \/(v,v) definiert. Ist allgemeiner b ein Skalarprodukt auf
V (also eine positiv definite Bilinearform), dann ist durch ||v||, = 1/b(v,v) eine Norm definiert. Neben
der euklidischen Norm gibt es auf dem R™ die p-Norm || - ||, fiir jedes p € R mit p > 1, und auerdem

die Supremumsnorm ||« ||oo-
zu (b) Der abgeschlossene Ball vom Radius » um den Punkt v besteht aus allen w € V mit |jw—v]|| <.

zu(c) ImFall V = {0y} ist v = Oy, und in diesem Fall gilt tatséichlich By ,(v) = {v} und By ,(v) = V.
Ist die Dimension von V' grofer als Null, ist aber beides unmoglich. In diesem Fall gibt es ndmlich einen
Vektor w € V mit w # v. Setzen wir s = ||w — v[|, dann ist s > 0 und v+ s~ 'r(w —v) € By, (v) \ {v}
wegen ||(v+s7tr(w—v)) —v|| = s7ir||lw —v|| = r. Der Vektor v+ 2s~r(w —v) liegt dagegen auBerhalb

von By »(v) wegen [|(v+ 257 r(w —v)) —v| = 257 rf|w —v|| = 2r > 7.

zu (d) Zunéchst wéhlt man einen beliebigen Vektor v € V' \ U. Dieser wird mit der Formel 7y (v) =
b(vy,v)vy + ... + b(vp—_1,v)vp—1 orthogonal auf U projiziert. Dann bildet man die Differenz v — myy(v).

I~

AnschlieBend wird diese Differenz durch Skalierung mit ||jv — 7y (v) auf Linge 1 gebracht. Der so

erhaltene Vektor erweitert (vy,...,v,—1) zu einer ON-Basis von V.

Aufgabe 1

zu (a) Zunichst berechnen wir das charakteristische x4 = det(zE®) — A) mit Hilfe der Sarrus-Regel.
Damit bei der Rechnung keine Briiche vorkommen, berechnen wir zunichst 4% - y 4 = det(4zE®) — 44)
1

und multiplizieren das Ergebnis anschlieend mit 473 = e

4r—5 0 -3
det 0 4r —4 0 =
-3 0 da—7
(4z —5)(4x —4)(dx —T) +0+0 — ((—V3)(4x —4)(—V3)) —0 -0 =
(642°® — 25622 + 3327 — 140) — (122 — 12) = 642> — 25627 + 320z — 128.

Wir erhalten y4 = 2% — 422 4+ 52 — 2. Durch probeweises Einsetzen erhalten wir die Nullstelle 1 von x 4.
Einsetzen in die Ableitung x/;(x) = 322 — 8z + 5 zeigt, dass 1 mindestens eine doppelte Nullstelle von
X4 ist. Polynomdivision von x4 durch (z — 1)? liefert die Zerlegung x4 = (z — 1)?(x — 2). Also sind 1

und 2 die beiden Eigenwerte von A.



zu (b) Zunichst berechnen wir eine Basis von Eig(4,1) = ker(A — E®)).

1 0 V3 1 0 V3 1
110 0 o0 — 0 0 0 = V3 0
V3 0 3 V3 0 3 0 0 0

An der normierten Zeilenstufenform lesen wir ab, dass {(0,1,0), (—/3,0,1)} eine Basis von Eig(4, 1) ist.
Nun berechnen wir eine Basis von Eig(A4,2) = ker(4 — 2E®)).

-3 0 V3 -3 0 V3 -3 0 V3

110 —4 o0 — 0 —4 0 - 0 1 0 =
1
V3 0 -1 V3 0 -1 10—
1 1
10— 10 —%
0 1 0 > 01 0
-3 0 V3 00 0

Hier erhalten wir die Basis {(%, 0,1)}.

zu (¢) Der einzige Vektor in der Basis {(%,O7 1)} von Eig(A4,2) hat Linge ,/(—2=)2+02 4+ 12 = 2

3 V3’
somit ist ((3,0,2+/3)) eine ON-Basis von Eig(4, 2).

Der Vektor (0,1,0) in der Basis von Eig(A, 1) ist bereits normiert. Nach dem Gram-Schmidt-Verfahren
miisste nun der zweite Vektor (—+/3, 0, 1) orthogonal auf den Untervektorraum lin((0, 1,0)) projiziert wer-
den. Da aber die beiden Vektoren zufillig bereits orthogonal zueiander sind, geniigt es, den zweiten Vektor
zu normieren. Es gilt [|[(—/3,0,1)|| = \/(—\/?:)2 +02+1) = V4 = 2. Also ist ((0,1,0),(—3v3,0,1))
eine ON-Basis von Eig(4,1).

zu (d)  Wir fassen die Basen von Eig(A4, 1) und Eig(A4, 2) zu einer geordneten Basis
B = ((03170)7<*%\/§707%)7(%703%\/g))

von R? zusammen. Die Vektoren aus B sind alle normiert und paarweise orthogonal zueinander. (Dies
ist bei dieser Vorgehensweise automatisch der Fall, denn wir haben in jedem Eigenraum eine ON-Basis
konstruiert, und aus dem Satz von der Hauptachsentransformation ergibt sich, dass Eigenrdume zu
verschiedenen Eigenwerten bei einer symmetrischen Matrix immer senkrecht aufeinander stehen.) Tragen

wir nun die Elemente von B als Spalten in einer Matrix T ein

0 —3Vv3 3
T = |1 o0 0
0 3 V3

so ist diese Matrix laut Vorlesung orthogonal. Auflerdem ist

D = 'TAT =

o O =
o R O
N O O

eine Diagonalmatrix.



Aufgabe 2

zu (a) Die Orthogonalitit von D, erhalten wir durch die Rechnung

cos(e) sin(a) 0O cos(a) —sin(a) 0
‘DoDy = —sin(a) cos(a) 0 sin(a)  cos(a) O =
0 0 1 0 0 1
cos(a)? + sin(«)? 0 0 100
0 cos(a)? +sin(a)? 0 = 010 = 16,
0 0 1 0 01

Ein beliebiger Vektor v € lin(ey, e2) hat die Form v = (v1, v2,0) mit vy, vy € R. Es gilt

cos(a) —sin(a) 0 v v1 cos(a) — vg sin(a)
Dyv = sin(a)  cos(a) 0| [ ve = vy sin(a) + vg cos(a)
0 0 1 0 0
und
vy v cos(ar) — vg sin(a)
(v, Do) = < va | 5 | v1sin(@) + v cos(a) > =
0 0
vy (v1 cos(a) — va sin(a)) + vo(vy sin(a) + va cos(a)) = vicos(a)+vicos(a) =
(vf +v3)cos(a) = |[v]|*cos(a).
AuBerdem gilt, wie man unmittelbar nachrechnet, |D,v|| = ||v||. Wir erhalten
(v, Dov [|[v]|? cos()
cos<(v,Dpv)) = ——— = ——=——" = cos(a).
[ol[l| Davll [[o]]?

Wegen a € [0, 7] und <(v, Dyv)) € [0, 7] folgt daraus <t(v, Dyv)) = a.

zu (b) Laut Vorlesung kann fiir die Ebene E; eine ON-Basis (v1, v2) gewéhlt werden, die sich mit dem
Gram-Schmidt-Verfahren zu einer ON-Basis (vy, va, v3) von R3 erweitern lisst. Ebenso lisst sich eine be-
liebige ON-Basis (w1, ws) von Ey zu einer ON-Basis (w1, wg, w3) von R? erweitern. Seien T, U € GL3(R)
die Matrizen mit den Spaltenvektoren vy, vs,v3 bzw. wy,ws,ws. Dann sind T und U laut Vorlesung

orthogonal. Auflerdem gilt T'(e;) = v; und U(e;) = w; fiir i = 1,2, 3.

Weil die orthogonalen Matrizen laut Vorlesung eine Gruppe bilden, ist auch V = UT ! eine orthogonale
Matrix. Es gilt V(v;) = (UT1)(v;) = Ule;) = w; fiir i = 1,2,3. Also wird die Basis {vy,v2} von E;
durch ¢ : R® — R3, # = Vz auf die Basis {w;, w2} von Fy abgebildet. Daraus folgt ¢(E;) = Eo. Weil V/
eine orthogonale Matrix ist und Mg(¢) = V gilt, handelt es sich bei ¢ um eine orthogonale Abbildung.



Aufgabe 3

“

,<“  Nehmen wir an, dass im Durchschnitt By ,(v) N B, s(w) ein Punkt z existiert. Wegen = €

By (v) gilt [|[# — v|| < r, wegen # € By s(w) andererseits ||z — w|| < s. Insgesamt erhalten wir

[w = ol = l(w—2) + (& = )| < [w =2l + [z — 0] <7 +s.

»=“ Nehmen wir an, dass ||lw — v|| < r + s gilt. Nach eventueller Vertauschung von v,w und r,s
kénnen wir auch 7 < s annehmen. Wir konstruieren einen Punkt, der im Durchschnitt von B||.\|,T(U) und

By, (w) liegt. Sei u = HTl—uH(w — ) und z = v + ru. Dann gilt einerseits
le—ol = fvtru—of = sl = r-1 = r

also « € By, -(v), andererseits aber auch

r T

”+M<W‘”>“UH B H(M‘l>(w‘“)

r—fw =]

e —wll = flv+ru—w]|

Jw—vl = fr=flw=vl| < s

lw = ]|

also auch z € By, s(w).



