Analysis mehrerer Variablen (LA Gym)
— Lo6sung Blatt 4 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

Die gesamte Rechnung besteht aus den folgenden fiinf Einzelschritten.

(i) Berechnung des charakteristischen Polynoms x 4
(ii) Bestimmung der Eigenwerte
(iii) Berechnung einer Basis fiir jeden Eigenraum
(iv) Berechnung einer ON-Basis fiir jeden Eigenraum

(v) Eintragen der ON-Basen als Spalten in die gesuchte Transformationsmatrix T

zu (i)
xa = det(zEs—A) = det(i(4zE;—44)) = (3)*det(daEy—44) =
4r—9 0 -3 6
v3 dr—9  —/3 6
™ 0 4dz+4 0 0 ™
(1)* det = (§*dz+4)det | —/3 4dx—11 -2V3
-3 0 4r—11 -2V3
6 —2V3 4z
6 0 —-2¢/3 4z
= ($)"(4z + 4)(642® — 3202% + 1922 + 576) = (z+1)(z® — 52>+ 32 +9)

= 2 —42% - 222 + 122 + 9.

Dabei wurde im fiinften Schritt der Laplacesche Entwicklungssatz auf die zweite Spalte und im sechsten

Schritt die Sarrus-Regel angewendet.

zu (ii) Durch probeweises Einsetzen findet man die Nullstellen —1 und 3 von x4, und durch Einsetzen
in die Ableitung 423 — 1222 — 42+ 12 sieht man, dass es sich um mehrfache Nullstellen handelt. Damit hat
das charakteristische Polynom y 4 die Zerlegung x4 = (z + 1)?(2 — 3)? als Produkt von Linearfaktoren,

und die beiden Eigenwerte von A sind —1 und 3.



zu (ili) Wir bestimmen eine Basis von Eig(A, —1) = ker(A + E4) = ker(4A + 4F,). (Die Matrix A+ Ey

wird vor der Rechnung mit 4 multipliziert, um das Rechnen mit komplizierten Briichen zu vermeiden.)

Der Gauf-Algorithmus liefert

13 0 V3 -6 V3 0 15 23 1 0 5/3 2
0 0 O 0 -6 0 23 4 -6 0 2v3 4
V3 0 15 23 13 0 V3 -6 13 0 V3 -6
-6 0 23 4 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 5/3 2 1 0 5/3 2 100 -3

1 1

0 0 32v3 16 HOOlﬁHO()lﬁ
0 0 —64v3 —-32 00 0 0 000 O
00 0 0 00 0 0 00 0 0
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An der letzten Matrix kann die Basis {*(0,1,0,0), (3,0, —3

abgelesen werden.

V/3,1)} fiir den Untervektorraum Eig(A, —1)

Nun bestimmen wir eine Basis von Eig(A4, 3) = ker(A — 3E4) = ker(4A — 12E).

1 1
-3 0 V3 -6 0 - 2 10 —% 2
0 -16 0 0 0 1 0 0 N 01 0 o0
NEEE) -1 2V3 1 0 —% 2 00 0 0
-6 0 23 -—-12 -6 0 2v/3 -—12 00 0 O

Also ist {t(—%, 0,1,0),%(—2,0,0,1)} eine Basis von Eig(A, 3).

zu (iv) In der Basis von Eig(4, —1) sind die Vektoren bereits orthogonal zueinander, und u; = *(0, 1,0, 0)
)2 + 12 —

1
23
VB0 3VED =

ist auch bereits normiert. Fiir den zweiten Vektor gilt ||(%,0, —ﬁ, DI2=(3)2+0%+ (-
i + 0+ %2 +1 = %, die Linge dieses Vektors ist also —2

. Damit ist wusg

V3
(34/3,0,—2,21/3) normiert, und (u;,us) ist eine ON-Basis von Eig(A, —1).
In der Basis von Eig(A, 3) ist ||(%,0,1,0)||2 = %, also ist ug = %\/ﬁt(%,o,m) = %(3$,0,1/3,0) ein

normierter Vektor. Den zweiten Vektor der ON-Basis erhalten wir mit dem Gram-Schmidt-Verfahren: Es
ist (us,"(—2,0,0,1)) = —1, also steht der Vektor w = *(—2,0,0,1) + *(3,0,3v/3,0) = *(-2,0,1v3,1)
[4(=2,0,2v3,1)|> = 2+ 3 + 1 = 4 hat w die Linge 2, somit ist

orthogonal auf uz. Wegen |jw||?

ug = 3w ="(—2,0,1V3, 1) normiert. Insgesamt ist (us,us) eine ON-Basis von Eig(A4, 3).
zu (v) Wir erhalten die gesuchte Matrix T, indem wir die Vektoren uy, us, ug, u4 als Spalten eintragen.
RN
1 0 0 0
T =
0 -1 3V3 1v3
0 3v3 0 i
Man iiberpriift, dass "I'T" = E, gilt, also ist die Matrix T' orthogonal. Auflerdem ist
-1 0 0 0
¢ -1 0 O ) . .
D = ‘'TAT = eine Diagonalmatrix.
0 3 0
0o 0 0 3



Aufgabe 2

zu (a) Seir = dim(U) und (uq, ..., u,) eine ON-Basis von U. Laut Vorlesung ist die Orthogonalprojektion
auf U gegeben durch 7y (v) = > _; b(uk, v)uy. Seien v,w € V vorgegeben. Zu zeigen ist b(my (v), w) =

b(v, my(w)). Nun gilt einerseits

3

b(ry(v),w) = b(Zb(uk,v)uk,w> = Zb(b(uk,v)uk,w) = b(ug, v)b(uk, w)
k=1 k=1
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andererseits aber auch

b(vvb(uk7w)uk) = b(ukvw)b(vauk)
k=1 k=1

bv,my(w)) =
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= b(ug, v)b(ug, w)

also tatséchlich b(my (v), w) = b(v, 7y (w)).

zu (b) Zunichst bemerken wir, dass ny o 7y = my gilt. Fiir jedes v € V' liegt némlich 7y (v) in U, und

laut Vorlesung gilt 77|y = idy. Daraus folgt (7y o 7y )(v) = 7y (7y(v)) = idy (7y(v)) = 7u (v).

Wire nun 7y orthogonal, dann miisste insbesondere b(ny (w), 7y (w)) = b(w, w) fiir alle w € V' gelten.
Um zu zeigen, dass dies nicht fiir jeden Vektor erfiillt ist, wihlen wir zunéchst einen beliebigen Vektor
v € V\U, was wegen U C V mdoglich ist. Setzen wir w = v — 7y (v), dann gilt zunéichst w # Oy
wegen 7y (v) € U und v ¢ U. Weil b positiv definit ist, folgt b(w,w) > 0. Andererseits gilt 7wy (w) =
7wy (v) — (myomy)(v) = my (v) — 7wy (v) = Oy, also b(my (w), 7y (w)) = b(0y, 0y) = 0 und somit tatséchlich
b(my(w), 7y (w)) # blw,w).

zu (¢) Fiir jedes v € V gilt

st(v) = syu(sp(v)) = su@ryv) —v) = 21pQ2rpv) —v) — 21y (v) — o)

= Anyomy)(w) —2my(v) —2ny(v)+v = dryw) —2np () —27p(v)+v = .
Damit ist s%] = idy nachgewiesen.

zu (d) Zunéchst zeigen wir, dass sy selbstadjungiert ist. Seien v, w € V' vorgegeben. Dann gilt einerseits

b(sy(v),w) = b(2my(v) — v, w) = 2b(7y (v),w) — b(v, w), andererseits aber auch
b(v,sy(w)) = b, 2ry(w)—w) = 2bv,my(w))—>blv,w) = 2b(ry(v),w)—bv,w)

wobei im letzten Schritt verwendet wurde, dass 7wy nach Teil (a) selbstadjungiert ist. Insgesamt erhalten

wir b(sy (v),w) = b(v, sy(w)) wie gewiinscht.



Nun zeigen wir noch, dass sy orthogonal ist. Fiir beliebige v,w € V gilt

b(su(v),su(w)) = b2my(v) —v,2mp(w) —w) = b2y (v),27my(w) —w) — b(v, 27y (w) — w)
= 4b(my (v), mu(w)) = 2b(my (v), w) — 2b(v, 7y (w)) + b(v, w) =
4b(v, (T o Ty ) (w)) — 2b(v, Ty (w)) — 2b(v, 7y (w)) + b(v,w) =
4b(v, 7y (w)) — 2b(v, Ty (w)) — 2b(v, 7y (w)) +b(v,w) = b(v,w)

also ist sy tatséchlich orthogonal.

Aufgabe 3

Der Einfachheit halber schreiben wir B,.(v) statt B, |.;(v), lassen also die Norm || - || im Index weg.

,<“  Wir setzen die Ungleichung s + ||w — v|| < r voraus, zu zeigen ist Bs(w) C B,.(v). Sei u € Bs(w)
vorgegeben. Dann gilt ||w — u|| < s nach Definition des abgeschlossenen Balls um w vom Radius s. Mit
der Dreiecksungleichung erhalten wir |[v—u|| = ||[(v—w)+(w—u)| < ||lv—w||+|lw—u| < lw—v|+s < 7.

Daraus folgt u € B,.(v).

»,= Diese Richtung beweisen wir durch Kontraposition. Wir setzen s+ ||w —v|| > r voraus und zeigen,

dass ein Punkt u mit u € By(w) und u ¢ B, (v) existiert. Dazu definieren wir

S

(w—v).

u =  w-+

lw =]l




Dann gilt einerseits

S
= MHW—UH = s

S

o=l = [t w-m-u| = |t

[[w — ]|

und somit u € Bg(w). Andererseits gilt aber

und somit
S
o] = (1+)w—v| = Jw-vlts > ¢
ool

und somit u ¢ B,.(v).



