Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung Blatt 3 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0  (Vorbereitung auf das Tutorium,)

zu (a) Die Multiplikation ist eine Bilinearform auf R, denn fiir alle z,y,2’,%’ € R! und alle A € R gilt
(x+ 2 )y =2y + 'y, (Ax)y = Azy), 2(y +y') = 2y + zy’ und z(Ay) = A(zy). Die Addition ist keine
Bilinearform, denn setzen wir b(z,y) = x 4y, dann gilt beispielsweise b(1 +1,1) # b(1,1) +b(1,1), denn
esist (14+1)4+1=3, aber (1+1)+4 (1+1) = 4. Auch die Subtraktion ist keine Bilinearform. Definieren
wir ndmlich b(z,y) = = — y, dann gilt b(1 + 1,1) # b(1,1) + b(1,1), denn es ist (1 +1) — 1 = 1, aber
(1 —1)+ (1 — 1) = 0. (Natiirlich sind R! und R identisch. Wir verwenden die Bezeichung R! nur, um
zu betonen, dass wir die Elemente dieser Menge als Vektoren, genauer als Elemente des R-Vektorraums
R!, betrachten.)

zu (b) Ist B = (v1,...,v,) die vorgegebene geordnete Basis von V, dann ist Mp(b) die Matrix A =
(a;j) € M, r mit den Eintrigen a;; = b(v;,v;) fir 1 < i,j < n. Sind v,w € V und ®5(v), ®g(w)
die zugehorigen Basisvektoren, dann kann b(v, w) mit Hilfe der Darstellungsmatrix durch die Gleichung
b(v,w) = *®z(v)Mpg(b)Ps(v) bestimmt werden.

zu (c) Sind z,y € R! vorgegeben, dann sind %x und %y die Koordinatenvektoren von x,y beziiglich

der Basis B = (2). Mit der Gleichung aus Teil (b) erhalten wir b(v,w) = 4z -5+ 1y = 2xy.

zu (d) TIm Allgemeinen ist die Darstellungsmatrix einer Bilinearform nicht invertierbar. Sein € IN, V ein
n-dimensionaler R-Vektorraum und B = (vy, ..., v,) eine geordnete Basis. Dann ist durch b(v,w) = 0 fiir
alle v,w € V eine Bilinearform auf V' definiert, wie man leicht tiberpriift. Insbesondere gilt b(v;,v;) =0
fiir alle 4, j mit 1 < 4,j < n. Die Darstellungsmatrix Mp(b) ist also die Nullmatrix, und diese ist nicht

invertierbar.

Ist b allerdings positiv definit, dann muss Mpg(b) invertierbar sein. Wire dies nicht der Fall, dann wére
der Rang von Mg (b) kleiner als n, und mit dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen wiirden wir
dim ker Mpg(b) > 0 erhalten. Es giibe also einen Vektor v € R™ mit u # Og» und Mp(b)u = Og~. Fiir

den eindeutig bestimmten Vektor v € V mit ®5(v) = v wiirde dann v # 0y gelten, und es wiire
b(v,v) = (‘uwyMgbu = (‘u)g. = 0.

Aber dies steht im Widerspruch dazu, dass b positiv definit ist und demnach b(v,v) > 0 gelten muss.

Aufgabe 1

zu (a) Diese Abbildung ist keine Bilinearform, da zum Beispiel b(z,y + ') = b(z,y) + b(z,y’) nicht
fiir alle z,y,y" € R erfiillt ist. Setzen wir zum Beispiel x = 1 und y = y' = 2, dann gilt einerseits
b(z,y+y') =1-(2+2)% =1-4% = 16, andererseits aber b(z,y) + b(z,y') =1-22+1-22 =444 =38.
Also ist b erst recht kein Skalarprodukt.



zu (b) Diese Abbildung ist eine Bilinearform, denn fiir alle z, 2/, w,w’ € C und A € R gilt
b(z + 2", w) = Re((z + 2")w) = Re(zw + 2'w) = Re(zw) + Re(z'w) = b(z,w) + b(2', w)
b(Az,w) = Re(Azw) = ARe(z, w) = Ab(z, w)
b(z,w +w') = Re(z(w + w')) = Re(zw + 2w’) = Re(zw) + Re(zw’) = b(z,w) + b(z, w’)
b(z, \w) = Re(z(Aw)) = ARe(zw) = \b(z,w).

Sie ist aber nicht positiv definit, denn fiir z = i gilt beispielsweise b(z, z) = Re(i?) = Re(—1) = —1. Also
ist b kein Skalarprodukt.

zu (¢) Diese Abbildung ist eine Bilinearform, denn fiir alle fi, f2,91,92 € V und A € R gilt

b(f1+ fa, 91) = (fr + 2)(0)g1 (1) = (f2(0) + £2(0))g1 (1) = f1(0)g1(1) + f2(0)92(1) = b(f1, 91) + b(Sf2, 91)
b(Af1,91) = (Af1)(0)91(1) = Af1(0)g2(1) = Ab(f1, 1)
b(f1, 91+ 92) = f1(0)(91 + 92)(1) = f1(0)(91(1) + g2(1)) = f1(0)g1(1) + f1(0)g2(1) = b(f1,91) + b(f1, 92)
b(f1;Ag1) = f1(0)(Ag1)(1) = f1(0)Ag1(1) = Af1(0)g1(1) = Ab(f1, g1)-

Die Abbildung ist aber nicht positiv definit. Fiir das Element f € V gegeben durch f(z) = « fiir z € [0, 1]
gilt zum Beispiel b(f, f) = f(0)f(1) =0-1=0. Also ist f kein Skalarprodukt.

Aufgabe 2

zu (a) Zunichst ist b auf jeden Fall symmetrisch, denn fiir alle v,w € V gilt E(w,v) = b(Aw, Av) =
b(Av, Aw) = b(v,w), weil b symmetrisch ist. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass A genau dann
invertierbar ist, wenn ker(A) = {0y} gilt. Zum Beweis von ,<“ sei A invertierbar und v € V' \ {0y }.
Dann ist auch Av # 0y und somit b(v,v) = b(Av, Av) > 0, weil b positiv definit ist. Insgesamt ist b also
ein Skalarprodukt.

Fiir den Beweis von ,,=“ setzen wir voraus, dass b ein Skalarprodukt ist. Nehmen wir an, A ist inicht
invertierbar. Dann ist ker(A) # {0y}, folglich gibt es ein v € V' \ {0y} mit Av = Oy Es folgt b(v,v) =
b(Av, Av) = b(0y,0y) = 0. Aber dies steht im Widerspruch dazu, dass b positiv definit ist.

zu (b) Die Bilder der Einheitsvektoren unter der Abbildung v — Av sind genau die Spalten der Matrix
A. Bezeichnen wir die drei Spaltenvektoren von A mit vy, v, v3, dann gilt fiir alle 4,5 € {1, 2,3} jeweils

blei,e;) = (Ae;, Aej) = (v;,v;). Damit erhalten wir die Werte

bler,e1) = (v1,v1) =12 +4% + 72 =1+ 16 + 49 = 66

bler,ea) = (v1,v9) =1-244-5+7-8=2+20+56 =78

bler,e3) = (v1,v3) =1-34+4-6+7-9=23+24+63 =090
bleg,es) = (v, v9) = 22+ 5% 482 =44 25+ 64 = 93

beg,e3) = (va,v3) =2-3+5-6+8-9=6+30+72=108
bles,e3) = (vg,v3) = 3% + 62+ 9% =9+ 36+ 81 = 126



Wir haben bereits in Teil (a) festgestellt, dass b symmetrisch ist. Deshalb brauchen wir keine weiteren

Eintrage der Darstellungsmatrix mehr zu berechnen. Die gesuchte Matrix ist gegeben durch

66 78 90
78 93 108
90 108 126

zu (¢) Seien vy, ..., v, die Spaltenvektoren von A. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass fiir alle v, w € R"
der Wert der Bilinearform b(v,w) durch ‘Mg (b)w gegeben ist. (Falls B eine beliebige Basis von V
bezeichnet, dann miissen v und w durch die Koordinatenvektoren ®5(v) und ®z(w) ersetzt werden.)

Bezeichnen wir mit eq, ..., e, die Einheitsvektoren in R”, dann gilt also jeweils

b(ei,ej) = b(Aei,Aej) = t(A&)Mg(b)(Aej) = teitAMg(b)Aej.

Dies zeigt, dass die Darstellungsmatrix von b beziiglich € durch Mg (b') = *AM¢(b)A gegeben ist. In
Teil (b) ist Mg((,-)) = E3 die Einheitsmatrix, somit ist hier Mg(b') = *AA.

Aufgabe 3

zu (a) Offenbar ist A symmetrisch. Auflerdem gilt

det(A;) =det(1) =1>0

11
det(Ag):det(l 2):1-2—1.1=1>0

11 1
det(A3) = det(A) =det |1 2 2|=1-2-3+1-2-141-1-2-1-2-1-2-2-1-3-1-1
12 3

=6+24+2-2-4-3=1>0
Also ist A nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit.

zu (b) Wir fithren die Gram-Schmidt-Orthonormalisierung durch, wobei wir die Bezeichnungen wie in

der Vorlesung verwenden.

k=1
11 1\ (1 1

bleg,ur) = (0 1 0) 12 2|0 = (1 2 2) o =1
1 2 3 0

w2 = b(eg,ul)ul = U1 = e1

Uy = ey—e = t(—l 1 O)
11 1) (-1 1

biziz) = (-1 1 0)fr 22| 1]| = (01 )1 | = 1 = Jal=1
12 3/ \o 0



111 1
besw) = (00 1)1 2 2[{o] = (1 23)fo] = 1
1 0
11 1) (-1 .
bles,us) = (0 0 1) 12 2[[1] = (1 2 3) 1] =1
12 3/ \o 0
0
ws = bleg,ur)ur +blez,ug)us = |1
0
U3 = e3—wsy = t(0 -1 1)
11 1) /0 0
bas,is) = (0 -1 1)1 2 2{|-1] = (00 1)1 = 1 = Jwlh=1
12 3/ \1 1
w = aaly'es = @ = (0 -1 1)

Die gesuchte ON-Basis besteht also aus den Vektoren u; = *(1,0,0), ug = *(—1,1,0) und uz = (0,1, 1).



