Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung Blatt 3 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

zu (a) Diese Abbildung ist im Allgemeinen keine Bilinearform. Sei V' = R™ mit n > 2, und seien « = e;
und y = e die ersten beiden Einheitsvektoren. Dann gilt b(e;,e;) = max{1,0,...,0} max{1,0,...,0} =
1-1=1, b(e1,e2) = max{1,0,...,0} max{0,1,0,...,0} =1-1 =1, also bley,e1) + ble1,e2) =1+ 1= 2.
Anderseits gilt b(er,e; + e3) = max{1,0,...,0} max{1,1,0,...,0} = 1-1 = 1. Somit ist b(e1,e; + e2) #

b(ey,e1) + bler, ea). Also ist b keine Bilinearform, erst recht keine symmetrische oder positiv definite.

zu (b) Wir iiberpriifen, dass b eine Bilinearform ist, indem wir die bekannten Rechenregeln (Re(z+w) =
Re(z) + Re(w) und Re(az) = aRe(z) fiir alle z,w € C und a € R) fiir den Realteil komplexer Zahlen

verwenden. Seien z, 2, w,w’ € C und a € R vorgegeben. Dann gilt
b(z+ 2',w) = Re(z + 2/w) = Re(zw + z'w) = Re(zw) + Re(z'w) = b(z, w) + b(z', w)
b(az,w) = Re(azw) = Re(azw) = Re(azZw) = aRe(zw) = ab(z,w)
b(z,w+w') = Re(Z(w + w')) = Re(zw) + Re(zw') = b(z,w) + b(z,w’)
b(z,aw) = Re(Zaw) = aRe(Zw) = ab(z,w)
Die Bilinearform ist auch symmetrisch, denn fiir alle z,w € C gilt b(w,2) = Re(wz) = Re(wz) =

Re(wz) = Re(z,w) = b(z,w). AuBlerdem ist zz fiir alle z € C\ {0} reell und positiv. Daraus folgt
b(z,z) = Re(zz) = zZz > 0. Dies zeigt, dass b sogar ein Skalarprodukt ist.

zu (¢) Auch hier iiberpriifen wir zunichst, dass b eine Bilinearform ist. Seien f1, f2, 91,92 € V und

A € R vorgegeben. Dann gilt

b(f1r + for 1) = (f1 + f2)(@)g1(a) + (f1 + f2)(0)g91(b) = (f1(a) + fa(a))g1(a) + (f1 (D) + F2(b))g1 (D) =
F1(@)91(0) + L2(a)g1 (@) + Fi(B)ga(8) + F20)91 ) = Fil@)a(a) + A(Bhga(b) + Fola)ga(a) + Fo(b)gs (1)
=b(f1,91) + b(f2, 91)

b(Af1,91) = (Af1)(a)gi(a) + (A f1)(b)g1(b) = Afi(a)gi(a) + Af1(b)g1(b) = A (fi(a)gi(a) + f1(b)g1 (D)) = Ab(f1,91)-

b(f1,91 +92) = fi(a)(g1 + g2)(a) + f1(b)(g1 + g2)(b) = fi(a)gi1(a) + fi(a)g2(a) + f1(b)g1(b) + f1(b)g2(b) =
(fi(a)gi(a) + f1(b)g1(b)) + (f1(a)ga(a) + f1(b)g2(b)) = b(f1,91) + b(f1,g2)

b(f1, A91) = fi(a)(Ag1)(a) + f1(0)(Ag1)(b) = Afi(a)gi(a) + Af1(b)gi(b) = A(fi(a)gi(a) + f1(b)g1(b)) = Ab(f1, g1)-



Die Bilinearform ist aber im Fall a < b nicht positiv definit. Dafiir geniigt es, eine beliebige stetige Funk-
tion ungleich Null zu betrachten, die in a und b eine Nullstelle besitzt, zum Beispiel die Polynomfunktion
f(z) = (x — a)(x — b). Bekanntlich sind Polynomfunktionen stetig, und es ist f # Oy, da a und b die

einzigen Nullstellen von f sind. Andererseits gilt
fla) = (a—a)la=b) = 0-(a=b) = 0

und ebenso

) = (-a)b-b = (b-a)-0 = 0.

Daraus folgt b(f,f) = f(a)?> + f(b)?> = 0> + 0> = 0, was bei einer positiv definiten symmetrischen

Bilinearform unzulissig ist.

Aufgabe 2

zu (a) Zunichst bestimmen wir die Transformationsmatrix 7. Diese erhiilt man dadurch, dass man

die Elemente von B als Spaltenvektoren in die Matrix eintrégt, also

1 -2 5
% = -2 5 —13
2 -5 14

Nun verwenden wir die Transformationsformel fiir Bilinearformen aus der Vorlesung. Es gilt
1 -2 2 5 8 5 1 -2 5

Mp®) = ‘TEMO)TF = -2 5 5|8 21 15||-2 5 -—13
5 —13 14/ \5 15 11 2 -5 14
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= -2 5 =5 -4 14 -23 = -3 10 -17
5 —-13 14 -3 10 -16 5 =17 30

zu (b) Hier gibt es drei mogliche Vorgehensweisen.

(i) Man verwendet Mg (b), um eine Basis von W in &-Koordinaten auszurechnen, und rechnet diese

anschliefend mit der Transformationsmatix 7§ = (7F)~! in B-Koordinaten um.

(ii) Man verwendet Mp(b), um eine Basis von W in B-Koordinaten auszurechnen, und rechnet diese

anschlieSend mit der Transformationsmatix ’TEB in £-Koordinaten um.

(iii) Man verwenet Mg (b), um eine Basis von W in £-Koordinaten auszurechnen, und Mz(b), um eine

Basis von W in B-Koordinaten zu bestimmen.

Wir werden hier die Moglichkeiten (i) und (iii) ausfiihren. Zuvor bemerken wir noch, dass W+ = {w}+
mit wg = (2, —5,6) gilt. Die Inklusion ,,C“ ist wegen W O {wy} offensichtlich. Ist umgekehrt v € {wg}~,
dann gilt b(v,wg) = 0. Es folgt b(v, Awy) = Ab(v,wp) = A -0 =0 fiir alle A € R, also b(v, w) = 0 fiir alle
w € W = lin(wp) und damit v € W+.



zu (i) Fiir einen Vektor v = (z,y,2) € R? ist nun v € {wg}* dquivalent zu

5 8 5\ (2
bo,wo) =0 & Bs(v) Me(b) Be(wo) =0 & (v y z)[8 21 15| |-5[=0
5 15 1) \ 6

0
& (x Y z) 11=0 & y+2=0
1
Die Losungsmenge £ dieses homogenen linearen Gleichungssystems (bestehend aus einer Gleichung)
konnen wir direkt angeben, es ist £ = {(z,—z2,2) | #,2 € R}. Eine Basis in &-Koordinaten ist
durch {(1,0,0),(0,—1,1)} gegeben. Um diese Basis nun in B-Koordinaten zu iibertragen, berechnen

wir zunéchst die Transformationsmatrix Tg durch Invertierung.
—1

1 -2 5 5 3 1
5 = (T = |-2 5 13 = |2 4 3
2 -5 14 0 1 1
Nun kénnen wir die Basis in £-Koordinaten in B-Koordinaten umrechnen.
1 1 5 3 1 1
i = T5-[ol = |2 4 3[|o]| =
0 0 0 11 0 0
0 0 5 1 0 -2
P || -1 = T5-|-1]| = 3f|-1] = [—1
1 1 0 1 1 1 0

Also ist {(5,2,0),(—2,—1,0)} eine Basis in B-Koordinaten.

zu (iii) Eine Basis von W+ in £-Koordinaten haben wir unter (i) schon bestimmt. Fiir die direkte Be-
rechnung einer Basis in B-Koordinaten miissen wir zunéchst den Vektor wq in B-Koordinaten umrechnen.

Gesucht werden gy, fto, i3 € R3 mit pqv1 + pave + p3v3 = wp, also mit

1 -2 5 2
pi| =2 +p2| 5 | +ps| —13 = -5
2 -5 14 6

Dieses inhomogene lineare Gleichungssystem losen wir mit dem Gauf-Algorithmus.
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Wir erhalten ®5(wg) = (1,2,1). Sei nun v € R? ein Vektor mit B-Koordinaten ®5(v) = (z,v, ). Dann
gilt die Aquivalenz

ve{w}t & bu,w) =0 <& ‘dg(v) APslwg) =0 &
1 -3 )

1 0
(a: Y z) -3 10 17 21=0 <« (Jc Y z) 0]=0 & 2=0
5 =17 30 1 1



Auch hier kénnen wir direkt eine Basis des Losungsraums angeben, néamlich {(1,0,0), (0,1,0}. Man iiber-
priift unmittelbar, dass diese Basis denselben Untervektorraum des R? aufspannt, wie die im Losungsweg
(i) gefundene. Denn offenbar sind (5,2, 0) und (-2, —1,0) beiden in lin{e;, e2} enthalten, und beide Sys-
teme sind linear unabhiingig, spannen also jeweils einen zweidimensionalen Untervektorraum vom R?

auf.

Aufgabe 3

zu (a) Zur Vorbereitung berechnen wir die Integrale der Funktionen 1, ..., z* iiber dem Intervall [—1, 2].

/21dx — P, = 2-(-1) = 3

-1

2
/xdm = [512]271 = Qf% =

-1

[\eI[9N}

Auf Grund der Definition b(f,g) = f_21 f(z)g(z) dx erhalten wir b(1,1) = f_21 1dz = 3, b(l,z) =
fflx de =2, b(1,2?) = b(z,z) = ffle dr = 3, b(x,2%) = fflx?’ dr = 13 und b(2?, 2?) = ffl zt dr =
%. Die tibrigen Eintréige erhélt man ohne Rechnung, weil b offenbar symmetrisch ist. Die gesuchte Matrix

ist somit gegeben durch
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zu (b) Die Matrix A ist symmetrisch, weil die Bilinearform b symmetrisch ist. Die Determinanten der

linken oberen k x k-Teilmatrizen sind fiir kK = 1,2 gegeben durch

det (3) = 3
det (3

3
I e X
und mit der Sarrus-Regel erhalten wir auflerdem det(A) =

[\G][ev]

3

729

<o - Alle Determinanten sind positiv, also ist

A nach dem Hurwitz-Kriterium positiv definit.



zu (¢) Wir starten mit dem Untervektorraum (fy), mit fo = % aus der Aufgabenstellung. Wie in

der Vorlesung beschrieben, besetht das Prinzip des Gram-Schmidt-Verfahren darin, jeden neuen Ba-
sisvektor vy, (hier nacheinander die Vektoren 1, x und x?) auf den bereits konstruierten Untervektor-
raum (ug, ..., ug—1) zu projizieren, das Bild wj, der Projektion von vy zu subtrahieren und die Differenz
U = v — wy anschliefend noch zu normieren. Fiir die Durchfithrung des Algorithmus verwenden wir

dieselben Bezeichnungen wie im Vorlesungsbeispiel.

gegeben: erster Basisvektor

Berechnung des zweiten Basisvektors:
b(ug,z) = %b(l,x) = % . % = %\/3
wi = Nuoa)-uo= 43 L =1
Uy = rT—w =— %
- _ 2 2
a7 = bla, @)= [ (z—3)?de=["(2®—2+1)dz=3-3-1+1-3=3+3=2
lally = /3=3
wo =l = e -4 = 3o
Berechnung des dritten Basisvektors:
buo.?) = ph(La?) = 3= V3
bur,a?) = (~3)b(1,a%) + 3b(w,a) = (-3) -8 +3- B =-143=3
wWo = blug, v®)ug + bluy, z2 ulzx/g-%—i—%(%m—%)—l—i—x—%:x—i—%
Ug = x2—w2:x2—x—%
- 2 2
(|ti2]|? = b(u27u2):f_1($2_ﬁv—%)2 dx:f_l(x4—2w3+x+%) dx:%— -%+%+i~ =

38 _ 2l = (132 -105) = ZI

5
lials = JE=32
2\/5( 2 1)

U9 = ||'l’l2||b_1ﬂ2:m X 7.’,5*5

Damit ist (ug, u1,us2) bestehend aus den Vektoren ug = %, = %x — % und us = g—g(a@? —z— %) die
gesuchte ON-Basis.



