Analysis mehrerer Variablen
— Lo6sung Blatt 2 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Als Losungsraum eines homogenen LGS bestehend aus einer Gleichung in drei Unbekannten
ist U zweidimensional. Jede ON-Basis besteht also aus zwei Elementen. Die Vektoren v = %(17 —1,0)
und w = %(1, 1,—2) sind beide normiert, orthogonal zueinander und in U enthalten, bilden also eine

ON-Basis von U.

zu (b) Nach Proposition (15.14) ist eine Orthogonalprojektion auf U gegeben durch 7y (z) = (z, v)v +
(o, wyw = 5 (21— x2) - J5(1,=1,0) + Je (@1 + a2 — 223) - J5(1,1,-2) = (21 — 22)(1, =1,0) + (21 +
Tro — 21’3)(1, 1, 72) = (%xl — %IQ — %Ig, *%1’1 + %-’EQ - %5637 7%171 — %IQ + %1’3)

zu (¢) Zwei affine Unterrdume A, A’ C R"™ sind parallel, wenn fiir die zugehérigen Untervektorrdume
L(A) C L(A") oder L(A") C L(A) gilt. Ist diese Bedingung nicht erfiillt und gilt aulerdem AN A’ = &,

dann sind A und A’ windschief.

zu (d) Ausgehend von einer Darstellung A = v 4+ £L(A) und A’ = v’ + L(A’) bestimmt man zunéchst
eine ON-Basis von U = L(A) 4+ L(A’). Dann berechnet man w = 7y (v — v). Der Abstand von A und A’

ist dann gegeben durch |[v' — v — w|.

Aufgabe 1

zu (a) Der Untervektorraum L£(E) wird erzeugt von uy = (1,2,0,0) und uz = (—2,0,1,0), der Untervek-
torraum L(g) von ug = (2, —1,4,0). Somit ist {uy,us,us} ein Erzeugendensystem von U = L(g) + L(E).
Die Rechnung

1 2 00 1 2 00 0 0 2
-2 0 1 0f = |0 4 1 0] 4 1 0 = -1 5
2 -1 4 0 0 -5 4 0 -1 5 0 4
2
— |10 -1 5
0 0 21

zeigt, dass dim U = 3 gilt. (Die letzte Matrix in der Rechnung ist offensichtlich vom Zeilenrang 3, also
muss dasselbe auch fiir die erste Matrix mit den Zeilenvektoren wuy,us,us gelten.) Mit den Vektoren
uy,uz, uz ist auch der Untervektorraum U in R? x {0} = lin{e;, ez, e3} enthalten. Weil lin{ey, ez, e3}

ebenfalls dreidimensional ist, muss U = lin{ey, e9, e3} gelten.

zu (b)  Das Tupel (e, ez, e3) ist eine ON-Basis von U. Somit ist durch ny(z) = (zr,e1)er +
(x,ea)es + (x,e3)e3 = x1€1 + xoes + 2363 = (21,22, 23,0) die Orthogonalprojektion auf U definiert.
Wie in Satz (15.18) bilden wir die Differenz (—1,2,—4,4) — (1,1,0,1) = (—2,1,—4,3). Es gilt dann
A9, B) = [[(=2,1,4,3) — 7 (=2, 1,4,3)] = [ (~2,1,4,3) — (~2,1,4,0)| = (0,0,0,3)| = 3.



Aufgabe 2

zu (a) Fiir jeden Punkt v € E ist v — p in L(E) enthalten, und wegen n L L(E) gilt (v —p,n) = 0.
Daraus folgt sp(v) =v—2(v —p,n)n =v—2-0-n = v. Damit ist sg|g = idg nachgewiesen. Ist v € R?

beliebig, dann gilt

s5(v) = splsp@) = splv—2w-—pnn) = (v—2u-pn)n)—2(v—2{v—p,n)n)—pn)n
= v—2Ww-pnn—-2w—p—2v—pnn,n)n = v—2uv-—pnn—2v—pn)n—22uv—p,nn,n)n
= v—4w—-p,nn+4v—-—pn){n,nn = v—4v—pnn+4v—pn)-1-n = .

Dies zeigt, dass auch s% = idgs erfiillt ist.

zu (b) Weil E und E’ parallel sind, gilt £(E) = L(E’) und damit auch n L L(E’). Die Abbildung spg
hat also die Form sg/(v) = v — 2(v — ¢,n)n, wobei ¢ € R? einen Vektor mit E' = g+ L(E) = q + L(E’)
bezeichnet. Fiir alle v € R3 gilt

(sprosg)(v) = sp(sp(v) = spw—2v—pn)n)
= (v=2(v=p,n)n) = 2((v = 2(v —p,m)n) — g,m)n
= v—2v—p,nn—2(v—gn)n—2(—=2{(v —p,n)n,n)n
= v—2v—p,nn—2v—qgn)n+4w—p,n)n,n)n
= v—2w—-pnn—2wv—qgnn+4v—pn)-1l-n
= v+2v—p,nn—2v—qgnn = v+2qg—pn)n
Dies zeigt, dass sgrosg eine Translation um ein Vielfaches An von n ist, mit dem Vorfaktor A = 2(¢—p, n).

Der Translationsvektor ist das Doppelte der Orthogonalprojektion des Vektors g—p auf die zu den Ebenen

orthogonale, lineare Gerade lin(n).

Aufgabe 3

zu (a) De Mittelpunkt der Seite AB ist A+ B, und ein Vektor w € R? steht genau dann orthogonal
auf der Seiten, wenn (w, A—B)> = 0 gilt. Ein Vektor v € R? liegt also genau dann auf der Mittelsenkrechten,

wenn ein w € R? mit z = 1A+ 1B+ w mit (w, E> = 0 existiert. Dies wiederum ist dquivalent zu

(t—1A-1BAB)=0 & (2,AB)=(3A+1B,B—A) & (2,AB)=1(B+A,B-A)
& (0, AB)=1L1((B,B)+(A,B)— (B, A)—(A,A) & (2,AB)=1((B,B)—(A,A))

Durch analoge Rechnungen findet man fiir die Mittelsenkrechte durch BC die Gleichung <x,B—C’)> =
1((C,C) — (B, B)), und fiir die Mittelsenkrechte durch C'A die Gleichung (z, CA) = 1((A,4) —(C,0)).

zu (b) Ein Punkt 2 € R? liegt genau dann auf dem Schnittpunkt der beiden Mittelsenkrechten durch
AB und BC, wenn er die ersten beiden in Teil (a) angegebenen Gleichungen erfiillt. Addiert man diese
beiden Gleichungen, so erhilt man auf der rechten Seite 3((C,C) — (A, A)), auf der linken Seite wegen
AB+BC = (B—A)+(C—B) = C— A den Ausdruck (z, AC). Aber (z, AC) = 1((C,C) — (A, A)) ist das
Negative der Gleichung der Mittelsenkrechten durch C' A. Dies zeigt, dass auch die dritte Mittelsenkrechte
durch den Schnittpunkt lauft.



zu (¢) Sei z € R? ein Punkt auf der Mittelsenkrechten durch AB, also ein Punkt mit (w,E) =

1((B,B) — (A, A)). Fiir die Abstandsquadrate dieses Punktes von A und B gilt

|z = Al* = fle = BI” = (x—-Az-A) ~(e-Ba-B) =
<(E,1’>—2<.’E,A>+<A,A>—<.’E,{E>+2<£L’,B>—<B,B> = 2<1’,B>—2<.’E,A>+<A,A>—<B,B> =
2a,B—A)+ (A, A)— (B,B) = 2(,AB)+(A,A)—(B,B) = 2-1(02—a%+ (A A)—(B,B)

Daraus folgt |z — A|| = ||« — B||, der Punkt x hat also von A und B tatséichlich denselben Abstand. Der
Schnittpunkt p der drei Mittelsenkrechten hat somit von A, B und C' denselben Abstand r. Der Kreis
vom Radius r mit Mittelpunkt p lduft also durch alle drei Eckpunkte des Dreiecks.



