Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 2 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

zu (a) Nach Satz (15.18) ist der Abstand d(E, E’) gegeben durch ||p’ —p — w||, wobei p einen beliebigen
Punkt auf E, p’ einen beliebigen Punkt auf £’ und w die Orthogonalprojektion 7y (p’ — p) von p’ — p
auf den Untervektorraum U = L(E) + L(E’) bezeichnet.

Wir bestimmen zunéchst £(F). Sei p = (p1,p2,p3) € E ein beliebiger Punkt und n = (a,b, ¢); nach

Voraussetzung ist dieser Vektor normiert. Fiir jeden Vektor v = (v1, v, v3) € R? gilt die Aquivalenz

vel(E) & p+veEE & apr+v)+bpa+v)+celps+uvs)=d <
(ap1 + bpe + cp3) + (avy + bva +cv3) =d &  d+ (avy +bva+cvg) =d &
avy +bvg+ev3=0 & (nu)=0 < velin(n)t.
Es gilt also £(E) = lin(n)*. Ebenso zeigt man, dass £(E’) = lin(n)* gilt, und wir erhalten U =

L(E) + L(E") =lin(n)* + lin(n)* = lin(n)*.

Sei nun (v, w) eine ON-Basis von U. Wegen n L U gilt n L v und n L w, aulerdem sind alle Vektoren
normiert. Dies zeigt, dass (v, w,n) eine ON-Basis des R ist. Seien p € F und p’ € E beliebige Punkte, und
sei w = 7y (p’ —p). AuBerdem sei p’ —p = av+ Sfw+vyn eine Darstellung von p’ —p als Linearkombination

von (v,w,n), mit o, 8,7 € R. Wegen (n,v) = (n,w) = 0 gilt dann
o —p) = P -pov+@ -puwyw = (aww+pw+yn, v+ (aw+fw+nw)w = av+ Pw
und p' —p — 7y (p’ — p) = yn. Wegen n L U ist dabei

y = ynmn = (ymn) = @ -p-—m@® -p,n) = ' -pn) =
(p',ny —(p,n) = (ap} +bph+cps) — (ap1 +bpa+cp3) = d —d.

Wir erhalten d(E, E') = [[p/ = p — 70 - p)| = [nll = Wllinl = |l = |d — dls.

zu (b) Seien A; = p1+U; und Ay = pa+Us zwei affine Unterriume mit den angegebenen Eigenschaften,
mit d; = dim(4;) = dim(U;) und dy = dim(A4y) = dim(Us). Nach Voraussetzung gilt A; N Ay = &.
Daraus folgt, dass po — p; nicht in U; 4+ Us enthalten ist. Den anderenfalls gidbe es uy,us € U mit
p2 — p1 = w1 + ug, und dann wire p; + u; = pa — ug ein Punkt in Ay N As. Aus py — p1 ¢ Uy + U, folgt
U + Uy € R* und dim(U; + Us) < 3.

Weil U; und U, windschief sind, gilt weder U; C Us noch Uy C Uy. Aus Uy € Us folgt Uy N Uz € Uy und
dim(U; N Uz) < dim(U;) — 1. Mit dem Schnittdimensionssatz erhalten wir

d1m(U1 + UQ) = d1m(U1) + dlm(UQ) — d1m(U1 N UQ) > lel(UQ) + 1.

Daraus folgt dim(Usz) < dim(U; 4+ Us) — 1 < 2. Da auflerdem nach Voraussetzung d; < dy gelten soll,
sind die einzigen Moglichkeiten fiir das Paar (di, d2) gegeben durch (1,1), (1,2) und (2,2).



Fiir jedes solche Paar gibt es tatsichlich windschiefe affine Unterrdume mit leerem Durchschnitt. Fiir
(d1,d2) = (2,2) haben beispielsweise A; = lin(eq, e3) und Ay = e3 + lin(eq, e4) diese Eigenschaft. Fiir
(d1,d2) = (1,2) kann man beispielsweise A; = lin(e;) und Ay = e3 + lin(eq, e4) nehmen, und fiir

(d1,d2) = (1,1) die beiden affinen Unterrdume A; = lin(e;) und Ay = e + lin(eg).

Aufgabe 2

zu (a) Sei w € R? ein Vektor mit £(g) = lin(w) und n € R? ein normierter Vektor mit n L £(g). Dann
gilt (w,n) = 0. Fiir alle v € R? erhalten wir

sgu(v) = (sgomw)v) = slvtw) = (Wtw)=2vtw-—pmn =

v+w—2(v—p,nn—2(w,n)n = v+w-—2v—pnn = w+s,(v) = (Tyosg)(v).

zu (b)  Sei ¢ eine orientierungserhaltende Bewegung des R2. Nach Satz (15.28) gibt es einen Vektor
u € R? und eine Matrix A € SO(2), so dass ¢ = 7, 0¢ 4 gilt. Wir zeigen zuniichst, dass A eine Drehmatrix

ist. Setzen wir

dann gilt nach Prop. (15.24)

a2 + 02 = < (CL) s (CL) > = <A€1, A61> = <61, 61> = 1.

Es gibt also ein o € [0, 27[ mit @ = cos(«) und ¢ = sin(a). Auf Grund der Orthogonalitit von A und
wegen det(A) = 1 gilt auflerdem

s I R () I

woraus d = a = cos(a) und b = —¢ = —sin(«a) folgt. Insgesamt gilt also

4 - <a b) _ (cos(a) sin(a)) _ D,
¢ d sin(a))  cos(a)

Ist nun oo = 0, dann gilt D, = E», und ¢ = 7, © ¢, = 7, ist eine Translation. Fiir den Fall 0 < o < 27
zeigen wir, dass ¢ eine Drehung ist. Zun#chst bestimmen wir einen Fixpunkt von ¢, denn dies ist das

Drehzentrum. Fiir alle v € R? gilt die Aquivalenz
pv)=v < (ruod¢p,)v)=v & u+Dyw=v & u+Dyw=EFEw &
u=(Ey—Dy)v & v=(Fy—Dy) tu.
Dabei ist im letzten Schritt zu beachten, dass die 1 keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms
XD, = (z —cos(a))? +sin(a)? = 22 — 2cos(a) + 1 ist (denn daraus wiirde cos(a) = 1 und a = 0 folgen),
also 1 kein Eigenwert von D,,, und somit ker(Ey — D,,) = Eig(D4, 1) = {Or2}, die Matrix E2 — D, also

invertierbar ist.

Sei nun p = (Ey — D,)~'u. Wir zeigen, dass ¢ mit der Drehung p, , um den Punkt p mit Winkel «
iibereinstimmt. Tatséchlich gilt fiir alle v € R? jeweils
Pap(v) = (podp,oTp)(v) = (podp,)(v—p) = 7nDalv—p) =
p+Do(v—p) = (Ea—Duo)p+Dov = (By—Dy)(E2— Dy) 'u+ Dyv
= utDov = (ruodp,)(v) = ¢(v)



zu (¢)  Sei ¢ eine orientierungserhaltende Bewegung des R2. Dann gibt es einen Vektor u € R? und eine
Matrix A € O(2) mit det(A4) = —1, so dass ¢ = 7,04 gilt. Wieder untersuchen wir zunéchst die Matrix
A. Bezeichnen wir wie in Teil (b) die Eintrége dieser Matrix mit a, b, ¢, d, dann ist das charakteristische

Polynom von A gegeben durch

pa = (x—a)(x—d) —bc = 2°—(a+dx+ad—bc =
2> —(a+d)x +det(d) = 2*—(a+dz—1

Die Diskriminante dieses Polynoms ist (a+ d)?+4 > 0, was zeigt, dass zwei reelle Eigenwerte existieren.
Das Produkt dieser beiden Eigenwerte ist det(A) = —1. Bezeichnet A € R einen dieser Eigenwerte,
und ist Ogz # v € R? ein zugehoriger Eigenvektor, dann gilt A\*(v,v) = (\v, \v) = (Av, Av) = (v,v),
wobei im letzten Schritt die Orthogonalitit von A verwendet wurde. Es folgt A\ = 1, also A € {%1}.
Somit muss einer der Eigenwerte gleich 1 und der andere gleich —1 sein. Es sei wy € R? ein normierter
Eigenvektor zum Eigenwert 1, und w_ € R? ein normierter Eigenvektor zum Eigenwert —1. Die Gleichung
(wy,w_) = (Aws, Aw_) = (wq,—w_) = —(wy,w_) zeigt dann noch, dass (wy,w_) = 0 gilt. Es ist
B = (w4, w_) also eine ON-Basis des R?.

Wir stellen nun den Translationsvektor u als Linearkombination von B dar, u = av4 + fv_ und zeigen,
dass ¢ = 54,0, gilt, mit der affinen Geraden g = %Bv_ + lin(vy). Im Fall & = 0, u € lin(v_) ist ¢
also eine Spiegelung, ansonsten eine Gleitspiegelung. Da v_ auf £(g) = lin(vy) senkrecht steht, ist die
Spiegelungsabbildung s, gegeben durch sg(v) = v —2(v — %Bv,, v_)v_. Sei v € R? beliebig vorgegeben,
und seien v,6 € R mit v = yvy + dv_. Tatsédchlich gilt dann

Sgavy (V) = ($g07av,)(v) = sglvtavy) = sg((a+y)op+ov) =
(@ + 7)oy +0v-) = 2{(( + 7)oy +0v-) — 00—, v_)v_ =
(a+7)vs + Sv_ — 2+ 7)(vs, oo —2(6 — 16)(v_, v v =

(a+y)oy +0v- =200 - 38)v- = (a+y)vy+ (60
und ebenso
p(v) = (uoga)(v) = Tu(dalyvs +dv-)) = T(yvy —dvo) =
utque —ov- = (avg+PBv)+yvy —dv- = (a+7)ve+(8—0)v-.

Aufgabe 3

zu (a) Sei a = Z(vg,v9 + wp) und S = Z(vg,wp). Zu zeigen ist 2cc = . Weil die Kosinusfunktion das
Intervall [0, 7] bijektiv auf [—1,1] abbilden, geniigt es, die Gleichung cos(2a) = cos(f) zu iiberpriifen.
Auf Grund des Addtionstheorems des Kosinus gilt

cos(2a) = cos(a+a) = cos(a)?—sin(a)? = cos(a)? —(1—cos(a)’) = 2cos(a)?—1.

(vo,vo+wo)

AuBerdem gilt cos(8) = (vo, wo) und cos(a) = . Insgesamt erhalten wir

fvoFwoll
2 2
cos(2a) = 2cos(a)’ -1 = 2 {vo, vo + o) -1 = 2(<UO’U0> + (v, wo))”
{vo + wo, vo + Wo) {vo + wo,vo + wo)
— 2 <1+<U07w0>)2 _1 — 2(1+<U07w0>)2 _ 1
(v0,v0) + (wo, wo) + 2{vo, wo) 2 + 2(vo, wo)
= 1+(v,wo)—1 = (vg,wo) = cos(B).

Der Beweis der Gleichung Z(wq,vo + wo) = 5 Z£(vo, wp) lduft vollkommen analog.

1
2



zu (b)  Allgemein gilt: Ist (v,w) ein positiv orientiertes Paar von Vektoren im R?, also det(v,w) =

viws — vow; > 0, dann sind auch die Paare (v, 20+ 2w) und (v + 1w, w) positiv orientiert, denn es gilt

1 1 1 1 1
det(v, =v + zw) = 5det(v,v)+§det(v,w) = gdet(v,w) > 0,

2 2

und ebenso erhélt man det(3v + 1w, w) > 0. In den Voraussetzungen von Satz (15.22) wurde festgelegt,
dass das Paar (v,w) positiv orientiert ist, also gilt dasselbe fiir das Paar (1v, $w). Die Vektoren 1v und
Fw sind normiert, denn nach Definition gilt v = ||AB|| =cund w = ||ACH = b. Nach Teil (a) ist v+ fw
also tatséchlich die Winkelhalbierende der beiden Geraden durch AB und AC.

In Satz (15.22) wurde auch gezeigt, dass die Paare (B_C”, B—A)) = (w—v,—v) und (CTA: C—B)) = (—w,v—w)
positiv orientiert sind. Die Winkelhalbierende der Geraden durch BC' und BA ist somit v + R(%(w —
v) — 1v), und die Winkelhalbierende der Geraden druch CA und CB ist w + R(% (v — w) — tw).

zu (¢) Um den Schnitt der ersten beiden Winkelhalbierenden zu bestimmen, 16sen wir die Gleichung
MEv+iw) = v+ X(E(w-—v)-1v).

Fassen wir die Koeffizienten von v und w auf beiden Seiten jeweils zusammen, so erhalten wir (A12)v +
(Mp)w = (1=A22 =X 1)v+ (A21)w. Da das Paar (v, w) linear unabhéngig ist, folgt A; 2 =1—Xo1 — X2
und AQ = ﬁ. Die
a+b+cv + Fircw- Um zu

zeigen, dass dieser Punkt auch auf der dritten Winkelhalbierenden liegt, miissen wir {iberpriifen, dass

und )\1% = /\2l Auflosen dieses linearen Gleichungssystems ergibt A\ = m +bbc+c
beiden Winkelhalbierenden schneiden sich also im Punkt p = )\1( v+ w)

ein A3 € R mit w + A3(% (v — w) — $w) = p existiert. Vergleich des Koeffizienten von v in der Gleichung

1 1 b
w+ )\3(5(1] - ’LU) - Ew) = a+b+cv + a+lcj+cw
liefert A3 = #bbﬂ, und Einsetzen zeigt, dass tatséchlich
Na(L(v —w) — L _ Ly —w) — 1 — b c _
w+ 3( a (U U}) bw) - w+ a+b+c ( a (U w) bw) - a+b+cv + a+b+cw = D

erfiillt ist.

zu (d)  Wir verwenden dieselben Bezeichnungen wie in Teil (a) und iiberpriifen, dass jeder Punkt
auf der Winkelhalbierenden p + R(vg + wp) von den beiden Geraden p + Rvy und p + Rwy denselben
Abstand hat. Sei ¢ = p + a(vg + wg) ein beliebiger Punkt auf der Winkelhalbierenden, mit « € R. Die
Orthogonalprojektion von ¢—p auf lin(vg) ist gegeben durch Avg mit A = (a(vo+wp), vo) = a+a(vy, wp).
Das Quadrat des Abstands von g zur Geraden p + Ruwg ist somit gegeben durch

lg— @+ o)l = lle(vo+wo) = Mol? = [[(— Ao+ awol]* =
lawy — a(ve, wo)vo||> = {awy — a(vy, wo)ve, awy — o (v, wo)ve) =
o (wo, wo) + (v, wo)(vo, vo) — 202 (vg, wo)? = o 4+ (v, wo)? — 202 (vg, wo)?

= (1 — (vg,wp)?).

Eine analoge Rechnung zeigt, dass dies auch der Abstand von ¢ von der Geraden p + Rwq ist. Der
Schnittpunkt p der drei Winkelhalbierenden hat somit von allen drei Dreiecksseiten denselben Abstand

r. Dies zeigt, dass der Kreis vom Radius r um p alle drei Dreiecksseiten beriihrt.



