Freitag, 26. November 2021

Analysis mehrerer Variablen
— Blatt 6 —
(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0  (Vorbereitung auf das Tutorium)

(a) Wie ist die Stetigkeit einer Abbildung zwischen metrischen Riumen definiert? Wie hiingt die De-

finition mit der Definition aus der Analysis einer Variablen zusammen?
(b) Welche Moglichkeiten gibt es, die Stetigkeit einer Abbildung nachzuweisen?

(¢c) Was ist ein Homdomorphismus? Ist es moglich, dass eine bijektive Abbildung unstetig, ihre Um-

kehrabbildung aber stetig ist?

(d) Sei f: X — Y eine Abbildung zwischen metrischen Réumen, D C X und a € D. Ist es moglich,

dass f in a stetig, f|p in a aber unstetig ist? Kann die umgekehrte Situation auftreten?

(e) Wie kann man nachweisen, dass es fiir eine Abbildung f : X — X auf einem metrischen Raum X
ein z € X mit f(x) =z gibt?

Aufgabe 1

(a) Sei (X,0x) eine Menge X ausgestattet mit der diskreten Metrik dx und (Y,dy) ein beliebiger
metrischer Raum. Zeigen Sie, dass jede Abbildung f: X — Y stetig ist.

(b) Seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume, und sei f : X — Y ein Homéomorphismus. Zeigen Sie,

dass eine Folge (z(™),en in X genau dann konvergiert, wenn (f(z(™))nen in Y konvergiert.

(c) Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (b), dass [0, 1] und [0, 1] als metrische Rdume mit der gewhn-
lichen Metrik d(a,b) = |b — a| nicht homéomorph sind.

Hinweis: Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt jede Folge in [0, 1] einen Héufungspunkt.

Aufgabe 2

Wir betrachten die beiden Funktionen f, g : R? — R gegeben durch

s falls (2,9) # (0,0) AL falls (z,9) # (0,0)
f(x7y) = v ) g(m,y) =qoT
0 falls (z,y) = (0,0) 0 falls (z,y) = (0,0).

(a) Zeigen Sie, dass f im Punkt (0,0) nicht stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass g im Punkt (0,0) stetig ist.

Aufgabe 3

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass die Funktion f: R — R,

z— +2% — 222 — 1z + 2 im Intervall [1,2] genau eine Nullstelle z besitzt.

(b) Definieren Sie eine Folge (™), e in [1,2], die gegen z konvergiert, und bestimmen Sie ein n € IN

mit [z — 2| < 1.

Dieses Blatt wird vom 29. November bis zum 3. Dezember im Tutorium bearbeitet.



Analysis mehrerer Variablen
— Blatt 6 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1 (24345 Punkte)

Ein metrischer Raum (X, dx) heiflt wegzusammenhdingend, wenn fiir zwei beliebig vorgegebene Punkte

xo,x1 € X jeweils eine stetige Abbildung « : [0,1] — X mit v(0) = z¢ und (1) = z; existiert.

(a) Seien (X,dx) und (Y, dy) homdomorphe metrische Rdume, wobei (X, dx) wegzsammenhéngend

ist. Zeigen Sie, dass dann auch (Y, dy ) wegzusammenhéngend ist.

(b) Weisen Sie nach, dass [0,1] und [0, 1] U [2, 3] als metrische Réume mit der gewdhnlichen Metrik
d(a,b) = |b — a| nicht homéomorph sind.

(¢) Sei (X, dx) wegzusammenhiingend und (Y, dy ) eine Menge Y ausgestattet mit der diskreten Metrik
dy . Zeigen Sie, dass jede stetige Abbildung f : X — Y konstant ist.

Hinweis zu (¢) Es lauft darauf hinaus zu zeigen, dass fiir jede stetige Abbildung ¢ : [0,1] — Y jeweils
g(0) = g(1) gilt. Nehmen Sie das Gegenteil an und betrachten Sie s = sup{z € [0,1] | g(z) = g(0)}.

Aufgabe 2 (545 Punkte)

Sei f : R? = R gegeben durch

fo) = | %] elezl falls z #0
0 falls x = 0.

(a) Zeigen Sie, dass f im Punkt (0,0) nicht stetig, in jedem Punkt (x,y) # (0,0) aber stetig ist.

(b) Fiir jedes ¢ € R sei g. = {(z,cz) | x € R}, auBerdem g, = {(0,y) | y € R}; dies sind die Geraden
durch den Koordinatenursprung (0,0). Weisen Sie nach, dass die eingeschrankte Abbildung f|,.
fiir jedes ¢ € R U {oo} eine in (0, 0) stetige Funktion ist.

Aufgabe 3 (545 Punkte)

(a) Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass es fiir die Funktion g : R — R,

z — xsin(z) + cos(z) — tmsin(z) genau einen Punkt z € [0, 17] mit g(z) = = gibt.

(b) Sei die Folge (z(™),en gegeben durch 2(9 = 1x und 2"V = g(z(™). Geben Sie ein n € IN mit

|2 — 2] < 10719 an.
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