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Analysis mehrerer Variablen
— Blatt 5 —
(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0  (Vorbereitung auf das Tutorium)

(a) Wenn auf einem R-Vektorraum V eine Norm || - || gegeben ist, wie erhélt man die zugehorige
induzierte Metrik? Kann man eventuell umgekehrt zu jeder Metrik d auf V' durch ||v|| = d(0y,v)

eine Norm definieren?
(b) Geben Sie eine Norm auf dem Raum My der reellen 2 x 2-Matrizen an.
(c) Sei R die diskrete Metrik auf R. Wie sehen die Cauchyfolgen im metrischen Raum (R, dg) aus?
(d) Sei A = {1 | n € N}. Dann ist durch d(a,b) = |[b — a| fiir a,b € A eine Metrik auf A definiert.

Begriinden Sie, dass (A, d) kein vollsténdiger metrischer Raum ist.

Aufgabe 1
Sei V =R? und || - || die 2-Norm auf V. Sei d : V x V — R, die Abbildung definiert durch

[z —yll2 falls [z —yll2 <1
d(z,y) =
1 sonst.

(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf V ist. (Fiir die Dreiecksungleichung d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2)
betrachten Sie zunéchst den Fall, dass || — y|l2 < 1 und |ly — 2|2 < 1 gilt.)

(b) Weisen Sie nach, dass d nicht durch eine Norm induziert wird. Betrachten Sie dazu d(0Oy,v) und

d(0y, 2v) fiir einen beliebigen Vektor v € V mit ||v||2 > 1.

(¢) Der Satz von Bolzano-Weierstrafl besagt, dass jede beschréinkte Folge in R eine konvergente Teil-
folge besitzt. Gilt dieser Satz auch fiir Metriken? Dabei soll ,,beschrinkt“ hier bedeuten, dass

{d(x™, 2(™) | m,n € N} eine beschrinkte Teilmenge von R ist.
Aufgabe 2
Seien V, || - ||2 und d wie in Aufgabe 1 gegeben.

(a) Bestimmen Sie jeweils den offenen und abgeschlossen Ball beziiglich d um den Punkt a = 0y vom
Radius r, fiir die Radien r € {1,1,2}.

(b) Formulieren Sie eine Vermutung, wie B,(a) und B, (a) fiir beliebiges a € V und r € R* aussehen

konnten. Beweisen Sie diese anschlielend.

Aufgabe 3
Sei V = C([0,1]) der R-Vektorraum aller stetigen Funktionen f : [0,1] — R. Seien die beiden Abbildungen
- 1l1, ] - lloo : V — R4 gegeben durch

1l = / F@ldr  wnd [l =sup{ ()] |z € [0,1]}.

(a) Zeigen Sie, dass || - ||; und || - |0 Normen auf V sind.
(b) Zeigen Sie, dass fur alle f € V die Ungleichung || f|l1 < || f]lco gilt.

(c) Weisen Sie nach, dass || - |1 und || - ||s nicht dquivalent sind.

Hinweis:  Betrachten Sie die Funktionen gegeben durch f,(z) = 2" fir z € [0,1], n € IN.

Dieses Blatt wird vom 22. bis zum 26. November im Tutorium bearbeitet.
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— Blatt 5 —
(Globaliibungsblatt)
Aufgabe 1 (44343 Punkte)
Sei V' ein R-Vektorraum mit V' # {0y} und || - || eine Norm auf V. Wir definieren eine Abbildung
d:V xV — Ry durch
0 fallsx =y
d(r,y) = 1 fallsz#y,|lz—y|| <1

2 falls |lz —y|| > 1.
(a) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf V ist.

(b) Beweisen Sie, dass eine Folge (z(™),,ci genau dann in (V,d) gegen einen Punkt a € V konvergiert,

wenn ein N € IN existiert, so dass (") = q fiir alle n € N mit n > N gilt.

(c) Zeigen Sie, dass d durch keine Norm auf V' induziert wird.

Aufgabe 2 (3+7 Punkte)

Sei (X,d) ein metrischer Raum und (2(™),cn eine Folge in X. Ein Punkt a € X wird Héaufungspunkt

von (z(™),en genannt, wenn fiir jedes e € R jeweils (™ € B.(a) fiir unendlich viele n € IN gilt.

(a) Sei (™), en eine Folge mit mindestens zwei verschiedenen Haufungspunkten. Beweisen Sie, dass

() e in X nicht konvergiert.

(b) Sei nun (X, d) die Menge X = [0,1] x [0,1] x [0,1] € R® mit der Metrik d(z,y) = ||z — yl|2, wobei
| - |l2 die 2-Norm auf R3 bezeichnet. Zeigen Sie mit dem Satz von Bolzano-Weierstrass aus der

Analysis einer Variablen, dass jede Folge in (X, d) mindestens einen Haufungspunkt besitzt.

Aufgabe 3 (10 Punkte)

Sei V ein R-Vektorraum, und seien || - ||, || - || zwei Normen auf V. Wir setzen voraus, dass in V eine

Folge (™), existiert mit der Eigenschaft

lim |z =0 und 2™ > 1 fiir alle n € IN.
n— oo
Beweisen Sie, dass die Normen || - || und || - || nicht dquivalent sind.

Abgabe: Freitag, 3. Dezember 2021, 10:15 Uhr
Verspitete Abgaben kénnen aus organisatorischen Griinden leider nicht nachtriiglich angenommen wer-

den. Bitte geben Sie auf jeder Abgabe die Nummer Threr Ubungsgruppe an.



