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Hinweise:
(a) Bitte iiberpriifen Sie, ob Sie neun Blétter (Deckblatt + 8 Aufgaben) erhalten haben.
(b) Fir die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
(c) Schreiben Sie keine Losungen zu unterschiedlichen Aufgaben auf dasselbe Blatt.
(d) Fiillen Sie das Deckblatt bitte in BLOCKSCHRIFT aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Threr Losung zu begriinden und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Ubungsaufgaben ist nicht zulissig.

(f) Bitte achten Sie darauf, dass Sie zu jeder Aufgabe nur eine Losung abgeben; streichen Sie deutlich durch, was
nicht gewertet werden soll.

(g) Bei Bedarf kann zusétzliches Schreibpapier angefordert werden. Bitte verwenden Sie keine eigenen Blétter.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten

Viel Erfolg!
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Aufgabe 1. (10 Punkte)

Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem Koérper F3 bestehend aus drei

Elementen. - -
T + 21’3 + x4 = 2
QZEl + Qﬂfg + T3 = (_)
QZEQ + x4 = 2
Q.I'l + To9 + T3 + T4 = Q
Geben Sie alle Elemente der Losungsmenge . C T3 einzeln an.
Losung:
Durch Anwendung des Gauf-Algorithmus erhalten wir
102 1 2 102 1 2 102 1 2
2 2100 0 2 01 2 010 21
_ - = _ - = _ -
02 0 1 2 0 2 0 1 2 0 00 0O
2111 2 010 21 0 00 00O

Die letzte Matrix entspricht dem linearen Gleichungssystem x1 = 2 + x5 + 2x4, 2 = 1 + x4. Die Losungsmenge

des Systems ist also gegeben durch

é+l‘3+§$4 Q i Q
1+ 1 0 1
A = 4 xr3, T4 € I3 = |tz | | +xa- | _ 3, T4 e 3

I3 0 1 0
x4 0 0 1

2 1 0 0 2 1 1 0 2

B 1 2 0 1 2 0 1 2 0

a of “fof fof frf || 2] [2] |2

0 1 2 0 1 2 0 1 2
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Aufgabe 2.  (3+2+2+3 Punkte)

(a) Geben Sie die Definition einer Aquivalenzrelation auf einer Menge X an. (Dazu gehort
auch, dass Sie die Definitionen der drei Eigenschaften angeben, die eine Aquivalenzrelation

ausmachen.)

(b) Wie ist die Aquivalenzklasse eines Elements & € X beziiglich einer Aquivalenzrelation ~
auf X definiert?

(c) Sei n € IN. Laut Vorlesung sind die Elemente von Z/nZ die Aquivalenzklassen einer

speziellen Aquivalenzrelation auf Z. Geben Sie diese Relation an.

(d) Berechnen Sie das eindeutig bestimmte Element a € Z/13Z mit 5 - a = 6.

Losung:

zu (a) Eine Relation ~ auf X wird Aquivalenzrelation genannt, wenn sie reflexiv, symmetrisch und transitiv
ist. Dabei bedeutet die Reflexivitdt, dass x ~ x fiir alle x € X erfiillt ist. Die Relation ~ ist nach Definition
symmetrisch, wenn die Implikation z ~ y = y ~ z fiir alle z,y € X gilt, und transitiv, wenn die Implikation

(x~y)A(y~z)=x~zfiralle z,y,z € X erfiillt ist.
zu (b) Sei x € X. Die Aquivalenzklasse von x beziiglich ~ ist gegeben durch [z]. = {y € X | 2 ~ y}.

zu (¢) Es handelt sich um die Relation =,, gegeben durch
a=,b < nl|(b-—a)

fiir alle a,b € Z.

zu (d) Die Gleichung 5-a =

erhalten wir a =8 -6 = 48 =

kann zu a = 571 - 6 umgeformt werden. Aus 5-8 = 40 = 1 folgt 5~! = 8. Damit
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Aufgabe 3.  (4+2+4 Punkte)

Sei V' = A5 ¢ der C-Vektorraum der komplexen 2 x 2-Matrizen und B € .#5.3 ¢ eine beliebige
2 x 3-Matrix.

(a) Zeigen Sie, dass durch ¢ : Mo ¢ — Moy, A — AB eine lineare Abbildung gegeben ist.

(b) Begriinden Sie, dass U = {A € V | AB = 0.4,,, .} ein Untervektorraum von V" ist.

(c) Weisen Sie nach, dass W = {A €V | A2 =04,,} kein Untervektorraum von V ist.
Losung:

zu (a) Seien A17A2 S %27@ und A € C. Dann gﬂt QZS(Al + AQ) = (Al + AQ)B = AlB + AQB = ¢(A1) + d)(AQ)
und (AA1) = Ap(As).

zu (b) Es gilt 0.z, - B = 0.4,,, und somit 0.4, ., € U. Seien nun A;, A, € U und XA € C. Dann gilt
A1B = 0.4y5c und A2B = 0.4,,5 - Es folgt (Ay + A2)B = Ai1B+ AsB = 04550 + 0ttors.c = Ottyys.c UNd
somit Ay + Ay € U. Ebenso gilt (AA1)B = MA1B) =X 0.z5,50 = 0ttorsc-

0 1 00
zu (¢) Sei A = und Ay = . Wegen
0 0 10
0 1 0 1 0 0
A2 = =
0 0/\0 O 00
0 0\ /(0 O 00
A3 = =
1 0 1 0 0 0

sind A; und Ay in W enthalten. Ware W ein Untervektorraum von V', dann miisste auch Ay + Ay in W liegen.

Es gilt aber
0 1 0 1\ (0 1 1 0 0 0
AL+ Ay = und = =+
10 1 0/\1 0 0 1 0 0

und somit A; + As ¢ W.

und
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Aufgabe 4.  (2+5+3 Punkte)

Sei K ein Korper.
(a) Wie ist die Dimension eines endlich erzeugten K-Vektorraums definiert?

(b) Sei V ein K-Vektorraum, und sei {v1, v2} eine zweielementige Teilmenge von V.
Beweisen Sie die Gleichung lin{wvy, ve} = lin{v; + va, v1 + 2v9, 301 — va}.

(c) Zeigen Sie: Ist {v + va, v1 + 209, 3v1 — v2} eine dreielementige Teilmenge von V' (die drei

angegebenen Elemente also verschieden), so ist die Menge linear abhéngig.

Lésung:
zu (a) Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und B eine Basis von V. Dann ist die Dimension von V

definiert durch dimV = |B|. (Je zwei Basen von V haben gleich viele Elemente.)

zu (b) ,, 2% Wegen vy, vy € lin{vy, v2} und der Untervektorraum-Eigenschaft von lin{vy, vo} sind auch vy + g,
v1 4209 und 3v; —ve in lin{vy, v2 } enthalten. Es gilt also {v1 +va, v1 4+ 209, 3v1 —va} C lin{vy, v2}, und wiederum
auf Grund der Untervektorraum-Eigenschaft von lin{vy,va} folgt daraus lin{v; 4+ va,v; + 2v9,3v; — v2} C

lin{vy, va}.

»C“  Aus vy + vg,v1 + 202 € lin{vy + va,v1 + 209,3v; — va} folgt vo = (v1 + 2v2) — (v1 + v2) € lin{v; +
V2,01 + 202,301 — v2}. Aus v + va,vy € lin{v; + v, v1 + 202,301 — v2} wiederum folgt v; = (v1 + v2) —
vy € lin{vy + vo,v1 + 2v9,3v1 — va}. Es gilt also {v1,v2} C lin{vy + va,v1 + 2v2,3v1 — v2}, und daraus folgt
lin{vy,v2} Clin{vy + ve,v1 + 2v2,3v1 — va}.

zu (¢) Wegen lin{v; +vg, v1+2vg, 3v1 —v2} = lin{vy, va} besitzt lin{vy +va, v1+2v9, 3v1 —v2 } ein zweielementiges
Erzeugendensystem. Daraus folgt dim lin{v; +v9, v1 +2v9, 3v; —v2} < 2. In einem zweidimensionalen Vektorraum

gibt es kein dreielementiges linear unabhéngiges System.
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Aufgabe 5.  (3+4+3 Punkte)

(a) Sei ¢ : Moz r — R* eine surjektive lineare Abbildung.
Bestimmen Sie die Dimension von ker(¢).

(b) Sei V ein 4-dimensionaler R-Vektorraum, und seien U, W zwei Untervektorrdume von V'
mit dim U = 2 und dim W = 3. Begriinden Sie, dass der Durchschnitt U N W mindestens

ein- und hochstens zweidimensional ist.

(c) Sei nun V = R*. Geben Sie jeweils konkrete Untervektorriume U und W von V an, so

dass
(i) dm(UNW) =1 bzw. (ii) dim(UNW) =2

gilt. Ein Nachweis ist hier nicht erforderlich.

Losung:
zu (a) Weil ¢ eine surjektive lineare Abbildung ist, gilt im(¢) = R* und somit dimim(¢) = dim R* = 4. Mit

dem Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen erhalten wir dim ker(¢) = dim 45«3 g —dimim(¢) =2-3—4 = 2.

zu (b) Wegen U+ W 2O W gilt dim(U + W) > dim(W) = 3. Der Schnittdimensionssatz liefert dim(U N W) =
dim U+dim W —dim(U+W) < 2+3—3 = 2. Andererseits ist U+W C V und damit dim(U+W) < dim(V) = 4.
Damit erhalten wir dim(U N W) =dimU + dim W —dim(U 4+ W) >2+4+3—-4=1.

zu (c) Seien ey, ..., e4 die Einheitsvektoren im R*. Setzen wir U = lin{eq, e2} und W = lin{ey, e3, €4}, dann gilt
UNW =lin{e; } und somit dim(U N W) = 1. Definieren wir dagegen U = lin{e;,e2} und W = lin{ey, e2, 3},
dann folgt U N W = lin{ey, ea} und dim(U N W) = 2.
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Aufgabe 6.  (6+4 Punkte)

Sei V = Mo r der R-Vektorraum der reellen 2 x 2-Matrizen und sei ¢ : V' — R? die lineare

Abbildung gegeben durch
o a a1 + a2
o (( H 12)) = a2 + Gz
Q21 A22

a22

Wir betrachte in V' die geordnete Basis &7 = (Bi1, Bia, Ba1, Baa) gegeben durch die vier Basis-
matrizen, und in R? die geordnete Basis

1 0
=111, 11]. o0
1 1 1

(a) Berechnen Sie die Darstellungsmatrix .#% (¢) € Msxar-
(b) Sei A €V mit &,(A) = (1,2,3,4). Berechnen Sie ®4(¢(A)) und ¢(A).

In Teil (b) bezeichnen ®,, : V — R* und @4 : R? — R3 wie immer die Koordinatenabbildungen
beziiglich der Basen &/ und 4.

Lésung:

zu (a) Es gilt

1 0
¢(B11) = = 1-|1|{+CD-[1]+0
1 1 1
0 1 0
¢(Bre) = |1]| = 0-|1|[+1-|1]+(-1)-
0 1 1
0 1 0
¢(Ba) = = 0-|1|+1 T (=1)
0 1 1
1 1 0 0
#(Ba) = o] = 1-f1|+(-D-]1]|+1-
1 1 1

Die Darstellungsmatrix ist also gegeben durch

MY (P = |-1 1 1 -1



zu (b) Es gilt

Damit erhalten wir

N



Name:

Aufgabe 7.  (6+4 Punkte)

(a) EsseilFy = {0, 1, a,a+1} ein Korper bestehend aus vier Elementen, wobei 0 das Null- und
1 das Einselement des Korpers bezeichnet. Berechnen Sie die Determinante der Matrix
A € Msp, gegeben durch

0 a 1
A = 1 1 a+l
a 0 1
Ohne Beweis darf verwendet werden, dass a(a+1) =1 und 8+ 8 = 0 fiir alle § € F,

gilt.

(b) Wir betrachten die Matrix B € .#5 g gegeben durch

0001O0
0000 2
300 00
04000
00500

Laut Vorlesung ist die Determinante von B gegeben durch die Leibniz-Formel det(B) =
20655 So Mit 5 = 5gN(0) - b1,51) " b2,6(2) * - - b5.0(5) fiir alle o € S5. Geben Sie die eindeutig
bestimmte Permutation o € S5 mit s, # 0 an, und berechnen Sie den Summanden s,,.

Losung:

zu (a) Wir berechnen die Determinante mit Hilfe der Sarrus-Regel.

=

det

[T o)
Q
— _|- =
=
Il
(@]
—
—_
+
Q
£}
+
o
Q
+
—_
=
(@)
|
Q
—_
=
|
(an]
£}
+
=
(aw]
|
=
—_
Q

R

= 0+1l-a+0-a-0-a = —-a = a.

zu (b) Die eindeutig bestimmte Permutation o mit s, # 0 ist gegeben durch

12 3 45 1 23 45 1 23 45
= (1 4)o = (1 4)(2 5o
451 2 3 154 2 3 1 24 5 3

_ a4 9@ 5)e 4>°<1 > i) 1 9@ 56 94 5).

Da o ein Produkt aus vier Transpositionen ist, gilt sgn(c) = (—1)* = 1. Der gesuchte Summand s, ist somit

S6 =1-b15(1) - b20(2) * 035(3) * bac(a) * bso(5) = 1 b1a-ba5 - b31 - bg2 - b53=1-1-2-3-4-5=120.
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Aufgabe 8.  (2+4+4 Punkte)

(a) Sei n € N, K ein Korper, A € 4, x und v € K". Welche Bedingungen miissen erfiillt
sein, damit v ein Eigenvektor von A ist?

(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte der folgenden reellen 3 x 3-Matrix.

5 -2 4
A = 20 —17 40
8§ =8 19

(c) Zeigen Sie, dass A diagonalisierbar ist, und geben Sie eine Diagonalmatrix D € .#5 g an,
die dhnlich zu A ist.

Losung:

zu (a) Es muss v # Ogn gelten und ein A € K mit Av = \v existieren.

zu (b) Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

r—5 2 —4
Xa = det| —20 =x+17 —40 = (z-=5)(z+17)(x —19) +2-(—40) - (—8) + (—4) - (—=20) -8
-8 8 xz—19
—(=8) - (x+17) - (—4) — 8- (=40) - (x —5) — (x — 19) - (=20)-2 = 2 —72® + 152 — 9.

Durch probeweises Einsetzen findet man die Nullstelle 1, und Polynomdivision liefert y 4 = (x —1)(z —6x+9) =

(x — 1)(z — 3)2. Dies zeigt, dass 1 und 3 die einzigen Eigenwerte von A sind.

zu (c¢) Die Gleichung x4 = (z — 1)(x — 3)? zeigt, dass A iiber R in Linearfaktoren zerfillt, und dass die
algebraischen Vielfachheiten durch p,(A,1) =1 und u,(A, 3) = 2 gegeben sind. Fiir jeden Eigenwert A gilt laut
Vorlesung 1 < p1g(A, A) < pq(A, X). Insbesondere gilt also 114(A4,1) = pua(A,1) = 1. Die Rechnung

2 -2 4 1 -1 2 1 -1 2
A-3E; = 20 —20 40 = 1 -1 2 =
8§ —8 16 1 -1 2

zeigt, dass rg(A — 3E3) = 1 und somit p4(A4,3) = dimEig(A,3) = dimker(A — 3E3) = 3 —rg(A — 3E3) =
3—1 =2 = p.(A,3) gilt (wobei im dritten Schritt der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen verwendet
wurde). Insgesamt sind damit die Bedingungen des Diagonalisierbarkeitskriteriums erfiillt, und folglich ist A
diagonalisierbar. Die Gleichungen j4(A,1) =1 und p,4(A,3) = 2 zeigen, dass eine Basis des R? bestehend aus
einem Eigenvektor zum Eigenwert 1 und zwei Eigenvektoren zum Eigenwert 3 existiert. Folglich ist A dhnlich

zur Diagonalmatrix

o W o
w o O



