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(b) Für die Klausur sind keine Hilfsmittel (z.B. Skripten, handschriftliche Notizen, Taschenrechner) zugelassen.
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(d) Füllen Sie das Deckblatt bitte in Blockschrift aus. Schreiben Sie auf jedes Blatt Ihren Vor- und Nachnamen.

(e) Bitte denken Sie daran, jeden Schritt Ihrer Lösung zu begründen und explizit darauf hinzuweisen, wenn Sie
Ergebnisse aus der Vorlesung verwenden. Die Verwendung von Ergebnissen aus Übungsaufgaben ist nicht zulässig.
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Aufgabe 1. (10 Punkte)

Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem über dem Körper F7 mit sieben Elementen.

3̄x1 + 5̄x2 + x3 = 2̄

4̄x1 + 4̄x2 + 2̄x3 = 5̄

x1 + 6̄x3 = 3̄

Geben Sie alle Elemente der Lösungsmenge L ⊆ F3
7 dieses LGS einzeln an.

Lösung:

Wir bilden die erweiterte Koeffizientenmatrix und führen den Gauß-Algorithmus durch.
3̄ 5̄ 1̄ 2̄

4̄ 4̄ 2̄ 5̄

1̄ 0̄ 6̄ 3̄

 7→


1̄ 0̄ 6̄ 3̄

3̄ 5̄ 1̄ 2̄

4̄ 4̄ 2̄ 5̄

 7→


1̄ 0̄ 6̄ 3̄

0̄ 5̄ 4̄ 0̄

0̄ 4̄ 6̄ 0̄

 7→


1̄ 0̄ 6̄ 3̄

0̄ 1̄ 5̄ 0̄

0̄ 1̄ 5̄ 0̄

 7→


1̄ 0̄ 6̄ 3̄

0̄ 1̄ 5̄ 0̄

0̄ 0̄ 0̄ 0̄


Die letzte Matrix entspricht dem Gleichungssystem x1 = 3̄+x3, x2 = 2̄x3. Damit erhalten wir die Lösungsmenge

L =




3̄ + x3

2̄x3

x3

 ∣∣∣∣ x3 ∈ F7

 =




3̄

0̄

0̄

+ x3 ·


1̄

2̄

1̄

 ∣∣∣∣ x3 ∈ F7


=




3̄

0̄

0̄

 ,


4̄

2̄

1̄

 ,


5̄

4̄

2̄

 ,


6̄

6̄

3̄

 ,


0̄

1̄

4̄

 ,


1̄

3̄

5̄

 ,


2̄

5̄

6̄


 .
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Aufgabe 2. (4+3+3 Punkte)

(a) Bestimmen Sie den Kehrwert 28−1 des Elements 28 ∈ F17.

(b) Laut Vorlesung sind die Elemente des Rings Z/10Z bestimmte Teilmengen von Z.
Welche Teilmengen sind das? Geben Sie diese an.

(c) Begründen Sie, dass Z/10Z kein Körper ist.

Lösung:

zu (a) Zunächst gilt 28 = 11. Es ist 11 · 3̄ = 33 = −1̄ und somit 11 · (−3̄) = −(−1̄) = 1̄. Daraus folgt

28−1 = 11−1 = −3̄ = 14. (Diesen Kehrwert erhält man natürlich auch durch die Gleichung 11 · 14 = 154 = 1̄,

aber die Gleichung 11 · 3̄ = 33 = −1̄ findet man schneller.)

zu (b) Es handelt sich um die Teilmengen von Z gegeben durch k + 10Z = {k + 10m | m ∈ Z}, wobei k die

Werte 0, 1, 2, ..., 9 durchläuft.

zu (c) Die Elemente 2̄ und 5̄ in Z/10Z sind beide ungleich null, es gilt aber 2̄ · 5̄ = 10 = 0̄. In einem Körper

muss das Produkt zweier Elemente ungleich null aber ebenfalls ungleich null sein. Dies zeigt, dass Z/10Z kein

Körper ist. (Man konnte auch den Satz aus der Vorlesung zitieren, welcher besagt, dass Z/nZ mit n ∈ N genau

dann ein Körper ist, wenn n eine Primzahl ist.)
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Aufgabe 3. (4+3+3 Punkte)

Wir betrachten auf V = C2 die Abbildung φ : V → V ,

(
z1

z2

)
7→

(
z1 + z̄2

z2

)
.

Außerdem sei U ⊆ V gegeben durch

U =

{(
z1

z2

)
∈ V

∣∣∣∣ Re(z1) = Im(z2)

}
.

(Ist z2 = a + ib mit a, b ∈ R, dann bezeichnet z̄2 jeweils die zu z2 konjugiert-komplexe Zahl,
d.h. es ist z̄2 = a− ib.)

(a) Zeigen Sie, dass U ein Untervektorraum von V ist, wenn man V als R-Vektorraum be-
trachtet, mit der üblichen komponentenweisen Addition als Vektoraddition und der ska-
laren Multiplikation gegeben durch

· : R× V −→ V ,

(
λ,

(
z1

z2

))
7→

(
λz1

λz2

)
.

Geben Sie außerdem (ohne Begründung) die Dimension von U an.

(b) Weisen Sie nach, dass φ eine lineare Abbildung ist, wenn man V wie in Teil (a) als
R-Vektorraum betrachtet.

(c) Zeigen Sie, dass φ keine lineare Abbildung ist, wenn man V auf die gewöhnliche Weise
als C-Vektorraum betrachtet.

Lösung:

zu (a) Wegen Re(0) = 0 = Im(0) gilt 0C2 = (0, 0) ∈ U . Seien nun (z1, z2) ∈ U , (z3, z4) ∈ U (mit z1, z2, z3, z4 ∈
C) und λ ∈ R vorgegeben. Dann gilt Re(z1) = Im(z2) und Re(z3) = Im(z4). Es folgt Re(z1 + z3) = Re(z1) +

Re(z3) = Im(z2) + Im(z4) = Im(z2 + z4) und somit (z1, z2) + (z3, z4) = (z1 + z3, z2 + z4) ∈ U . Ebenso gilt

Re(λz1) = λRe(z1) = λIm(z2) = Im(λz2) und somit λ(z1, z2) = (λz1, λz2) ∈ U .

zu (b) Seien (z1, z2), (z3, z4) ∈ V und λ ∈ R vorgegeben. Dann gilt

φ

((
z1

z2

)
+

(
z3

z4

))
= φ

((
z1 + z3

z2 + z4

))
=

(
z1 + z3 + z2 + z4

z2 + z4

)
=

(
z1 + z̄2

z2

)
+

(
z3 + z̄4

z4

)

= φ

((
z1

z2

))
+ φ

((
z3

z4

))

und ebenso

φ

(
λ

(
z1

z2

))
= φ

((
λz1

λz2

))
=

(
λz1 + λz2

λz2

)
=

(
λz1 + λz̄2

λz2

)
= λ

(
z1 + z̄2

z2

)
= λφ

((
z1

z2

))
.

zu (c) Wäre φ eine lineare Abbildung auf V als C-Vektorraum, dann müsste insbesondere φ(iv) = iφ(v) für

alle v ∈ V gelten. Für den Vektor e2 = (0, 1) gilt aber einerseits φ(i(0, 1)) = φ(0, i) = (−i, i), und andererseits

iφ(0, 1) = i(1, 1) = (i, i), also φ(ie2) 6= iφ(e2).
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Aufgabe 4. (2+3+5 Punkte)

(a) Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum und S ⊆ V eine Teilmenge. Geben Sie die
Definition von lin(S) an.

(b) Geben Sie eine fünfelementige Teilmenge S desR-VektorraumsR3 an, so dass dim lin(S) =

2 gilt. Ein Nachweis ist hier nicht erforderlich.

(c) Zeigen Sie: Ist V ein R-Vektorraum und {v, w} eine zweielementige, linear unabhängige
Teilmenge von V , dann besteht auch die Menge {v+ 2w, 3v+ 4w} aus zwei verschiedenen
Elementen und ist ebenfalls linear unabhängig.

Lösung:

zu (a) Die Menge lin(S) ist definiert durch

lin(S) =

{
r∑

k=1

λkvk

∣∣∣∣ r ∈ N0 , v1, ..., vr ∈ S , λ1, ..., λr ∈ K

}
.

zu (b) Eine solche Menge ist zum Beispiel gegeben durch S = {(1, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 2, 0), (1, 1, 0)}.

zu (c) Es genügt zu zeigen, dass das Tupel (v+2w, 3v+4w) linear unabhängig ist. Daraus folgt laut Vorlesung,

dass die Elemente v+ 2w, 3v+ 4w verschieden und dass die Menge {v+ 2w, 3v+ 4w} linear unabhängig ist. Für

den Nachweis seien λ, µ ∈ R mit λ(v + 2w) + µ(3v + 4w) = 0V vorgegeben. Zu zeigen ist λ = µ = 0. Aus der

Voraussetzung folgt (λ + 3µ)v + (2λ + 4µ)w = 0V . Weil {v, w} linear unabhängig ist, erhalten wir λ + 3µ = 0

und 2λ+ 4µ = 0. Subtraktion des zweifachen der ersten Gleichung von der zweiten liefert (−2)µ = 0 und µ = 0.

Einsetzen in die Gleichung λ+ 3µ = 0 liefert λ = 0, insgesamt also λ = µ = 0.
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Aufgabe 5. (4 + 6 Punkte)

(a) Seien U,W Untervektorräume des R5 mit dimU = 3, dimW = 4 und U + W = R5.
Bestimmen Sie die Dimension des Durchschnitts U ∩W .

(b) Begründen Sie mit Hilfe des Dimensionssatzes für lineare Abbildungen, dass es keine
injektive lineare Abbildung φ : R6 → R4 gibt.

Lösung:

zu (a) Laut Schnittdimensionssatz gilt dim(U ∩W ) = dimU + dimW − dim(U + W ) = 3 + 4 − dimR5 =

3 + 4− 5 = 2.

zu (b) Angenommen, φ : R6 → R4 ist eine injektive, lineare Abbildung. Auf Grund der Injektivität gilt

ker(φ) = {0R6} und dim ker(φ) = 0. Wegen im(φ) ⊆ R4 gilt dim im(φ) ≤ dimR4 = 4. Der Dimensionssatz für

lineare Abbildungen liefert andererseits dim im(φ) = dimR6 − dim ker(φ) = 6− 0 = 6 > 4, im Widerspruch zu

unserer vorherigen Feststellung. Also ist die Annahme falsch, und es existiert keine solche injektive Abbildung.
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Aufgabe 6. (7+3 Punkte)

(a) Wir betrachten den Untervektorraum U des R3 gegeben durch U = {(x1, x2, x3) ∈ R3 |
x1 + x2 + x3 = 0}. Auf diesem sind durch

A =


 1

0

−1

 ,

 0

1

−1


 und B =


−1

0

1

 ,

−1

2

−1




geordnete Basen definiert. (Das braucht nicht gezeigt werden.) Berechnen Sie das Bild
des Vektors v = (2, 5,−7) ∈ U unter der linearen Abbildung φ : U → U gegeben durch
φ = L A

B (A) mit der Matrix

A =

(
−1 5

3 4

)
.

(b) Sei nun V ein dreidimensionaler R-Vektorraum, und sei B = (v1, v2, v3) eine geordnete
Basis von V . Es sei φ ein Endomorphismus von V mit der Eigenschaft, dass v3 ein Eigen-
vektor von φ zum Eigenwert 5 ist. Welcher Teil der Darstellungsmatrix M B

B (φ) ∈M3,R

ist durch diese Bedingung festgelegt, und wie sieht dieser Teil der Matrix aus? Eine Be-
gründung ist hier nicht erforderlich.

Lösung:

zu (a) Wir bezeichnen die Vektoren von A mit v1, v2 und die Vektoren von B mit w1, w2. An den Spalten der

Matrix A kann abgelesen werden, dass

φ(v1) = (−1) · w1 + 3 · w2 = (−1) ·


−1

0

1

+ 3 ·


−1

2

−1

 =


−2

6

−4


und

φ(v2) = (−1) · w1 + 3 · w2 = 5 ·


−1

0

1

+ 4 ·


−1

2

−1

 =


−9

8

1


gilt. Der Vektor v hat die Darstellung

v = 2 ·


1

0

−1

+ 5 ·


0

4

−1

 = 2v1 + 5v2.

als Linearkombination von A . Auf Grund der Linearität von φ gilt also

φ(v) = 2 · φ(v1) + 5 · φ(v2) = 2 ·


−2

6

−4

+ 5 ·


−9

8

1

 =


−49

52

−3

 .

zu (b) Dass v3 ein Eigenvektor von φ zum Eigenwert 5 ist, bedeutet, dass φ(v3) die Darstellung 0·v1+0·v2+5·v3
als Linearkombination von B besitzt. Daraus folgt, dass die dritte Spalte von M B

B (φ) mit dem Vektor (0, 0, 5)

übereinstimmt.
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Aufgabe 7. (6+4 Punkte)

(a) Berechnen Sie mit dem Gauß-Verfahren die Determinante der folgenden Matrix A ∈
M3,F11 über dem Körper F11.

A =

1̄ 5̄ 9̄

2̄ 7̄ 10

4̄ 3̄ 0̄


(Eine Berechnung der Determinante auf anderemWeg, zum Beispiel mit der Sarrus-Regel,
wird hier nicht als Lösung akzeptiert und bringt keine Punkte.)

(b) Stellen Sie das folgende Element σ ∈ S7 als Produkt von Transpositionen dar, und be-
rechnen Sie das Signum sgn(σ).

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

3 1 2 6 5 7 4

)

Lösung:

zu (a) Die Anwendung des Gauß-Algorithmus liefert
1̄ 5̄ 9̄

2̄ 7̄ 10

4̄ 3̄ 0̄

 7→


1̄ 5̄ 9̄

0̄ 8̄ 3̄

0̄ 5̄ 8̄

 7→


1̄ 5̄ 9̄

0̄ 1̄ 10

0̄ 5̄ 8̄

 7→


1̄ 5̄ 9̄

0̄ 1̄ 10

0̄ 0̄ 2̄


Bezeichnen wir die letzte Matrix mit A′, dann gilt det(A′) = 1̄ · 1̄ · 2̄ = 2̄. Im zweiten Schritte wurde die zweite

Zeile mit 7̄ multipliziert, alle übrigen Umformungen hatten keine Auswirkung auf die Determinante. Es gilt

somit det(A′) = 7̄ · det(A) und det(A) = 7̄−1 · det(A) = 8̄ · 2̄ = 16 = 5̄.

zu (b) Wir wenden das aus der Vorlesung bekannte Verfahren an, um σ als Produkt von Transpositionen

darzustellen.(
1 2 3 4 5 6 7

3 1 2 6 5 7 4

)
= (1 3) ◦

(
1 2 3 4 5 6 7

1 3 2 6 5 7 4

)
= (1 3)(2 3) ◦

(
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 6 5 7 4

)

= (1 3)(2 3)(4 6) ◦

(
1 2 3 4 5 6 7

1 2 3 4 5 7 6

)
= (1 3)(2 3)(4 6)(6 7)

Da σ als Produkt von vier Transpositionen dargestellt werden kann, gilt sgn(σ) = (−1)4 = 1.
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Aufgabe 8. (2+3+5 Punkte)

(a) Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Was bedeutet es nach
Definition, dass ein Endomorphismus φ von V diagonalisierbar ist? (Bitte beachten, dass
hier nach der Definition gefragt ist, nicht nach einem äquivalenten Kriterium.)

(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix A ∈M3,F5 gegeben durch

A =

1̄ 0̄ 3̄

2̄ 0̄ 3̄

2̄ 4̄ 2̄

 .

(c) Berechnen Sie für jeden Eigenwert der Matrix A einen zugehörigen Eigenvektor.

Lösung:

zu (a) Es bedeutet, dass eine geordnete Basis B von V existiert mit der Eigenschaft, dass MB(φ) eine

Diagonalmatrix ist.

zu (b) Das charakteristische Polynom von A ist gegeben durch

χA = det


x− 1̄ 0̄ 2̄

3̄ x 2̄

3̄ 1̄ x− 2̄

 = x(x− 1̄)(x− 2̄) + 0̄ · 2̄ · 3̄ + 2̄ · 3̄ · 1̄

−3̄ · x · 2̄− 1̄ · 2̄ · (x− 1̄)− (x− 2̄) · 3̄ · 0̄ = x3 + 2̄x2 + 4̄x+ 3̄.

Durch probeweises Einsetzen findet man die Nullstellen 1̄, 3̄ und 4̄. Also sind dies die Eigenwerte der Matrix A.

zu (c) Zunächst bestimmen wir einen Eigenvektor zum Eigenwert 1̄.

A− 1̄ · E3 =


0̄ 0̄ 3̄

2̄ 4̄ 3̄

2̄ 4̄ 1̄

 7→


0̄ 0̄ 3̄

2̄ 4̄ 3̄

0̄ 0̄ 3̄

 7→


2̄ 4̄ 3̄

0̄ 0̄ 3̄

0̄ 0̄ 3̄

 7→


2̄ 4̄ 3̄

0̄ 0̄ 3̄

0̄ 0̄ 0̄

 7→


1̄ 2̄ 4̄

0̄ 0̄ 1̄

0̄ 0̄ 0̄

 7→


1̄ 2̄ 0̄

0̄ 0̄ 1̄

0̄ 0̄ 0̄


Die letzte Matrix entspricht dem Gleichungssystem x1 = 3̄x2 und x3 = 0̄. Dieses besitzt die Lösung (3̄, 1̄, 0̄),

also ist dies ein Eigenvektor zum Eigenwert 1̄. Für den Eigenwert 3̄ liefert die Rechnung

A− 3̄ · E3 =


3̄ 0̄ 3̄

2̄ 2̄ 3̄

2̄ 4̄ 4̄

 7→


1̄ 0̄ 1̄

2̄ 2̄ 3̄

2̄ 4̄ 4̄

 7→


1̄ 0̄ 1̄

0̄ 2̄ 1̄

0̄ 4̄ 2̄

 7→


1̄ 0̄ 1̄

0̄ 1̄ 3̄

0̄ 4̄ 2̄

 7→


1̄ 0̄ 1̄

0̄ 1̄ 3̄

0̄ 0̄ 0̄


den Eigenvektor (4̄, 2̄, 1̄). Für den Eigenwert 4̄ erhalten wir schließlich durch

A− 4̄ · E3 =


2̄ 0̄ 3̄

2̄ 1̄ 3̄

2̄ 4̄ 3̄

 7→


1̄ 0̄ 4̄

2̄ 1̄ 3̄

2̄ 4̄ 3̄

 7→


1̄ 0̄ 4̄

0̄ 1̄ 0̄

0̄ 4̄ 0̄

 7→


1̄ 0̄ 4̄

0̄ 1̄ 0̄

0̄ 0̄ 0̄


den Eigenvektor (1̄, 0̄, 1̄).


