Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 8 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Die Dimension ist unendlich, wenn der K-Vektorraum V' nicht endlich erzeugt ist. Ansonsten ist
die Dimension die Elementezahl einer beliebigen Basis von V. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die

Einheitsvektoren ey, ..., e, eine n-elementige Basis von K" bilden. Deshalb gilt dim K™ = n.

zu (b) Man kann leicht iiberpriifen, dass {(1,0), (i,0), (0,1), (0,7)} eine vierelementige Basis von C? als
R-Vektorraum ist. Fiir beliebige z,w € C mit der Zerlegung z = a + b und w = ¢ + id in Real- und

Imaginérteil gilt namlich

() = (20 = G ()

was zeigt, dass die Menge tatséichlich ein Erzeugendensystem ist. Auflerdem ist sie linear unabhéngig,

() 0) < ()<C) = ()

mit a,b,c,d € R folgt (a + ib,c + id) = (0,0), damit a + ib = 0 und ¢ + id = 0 und daraus wiederum

denn aus

a=b=c=d=0. Also ist C? als R-Vektorraum vierdimensional.

zu (¢) Eine fiinfelementige linear unabhéngige Teilmenge in Mg i gibt es nicht, denn laut Vorlesung
gilt dimMs g = 2-2 = 4, und nach (7.7) hat jede linear unabhingige Teilmenge somit hochstens vier
Elemente. Erst recht kann es somit keine vierelementige Basis geben. Ein fiinfelementiges Erzeugen-
densystem existiert dagegen. Denn laut Vorlesung bilden die Basismatrizen eine vierelementige Basis
und damit auch ein vierelementiges Erzeugendensystem. Erweitert man diese Menge um ein beliebiges

Element (zum Beispiel die Nullmatrix), so erhilt man ein Erzeugendensystem mit fiinf Elementen. Die

o) o) ) (D)6

ist also ein fiinfelementiges Erzeugendensystem von Mj g.

Menge

zu (d) Nein, fiir n = 3 ist der Fall dim(E N E’) = 0 nicht moglich. Denn wegen E + E' C R? ist E + E’
hochstens dreidimensional, und mit dem Schnittdimensionssatz folgt dim(EF N E') = dim F + dim E' —
dim(E 4+ E') > 2+ 2—3 = 1. Im Fall n = 4 sieht die Sache anders aus: Bezeichnen e, ey, e3,e4 die
Einheitsvektoren im R*, dann sind E = lin{e;,e2} = R? x {(0,0)} und E’ = lin{es,e4} = {(0,0)} x R?
zweidimensional, aber E N E’ = {Ogrs} und somit dim(E N E’) = dim{Ogs+} = 0.

zu (e) Der Kern von ¢ ist gegeben durch lin(ey), denn fiir alle (z1,22) € R? gilt die Aquivalenz

(r1,22) €Eker(¢) &  @d(x1,22)=0r2 & (21,0)=(0,0) & x1=0 < (21,22)=(0,22)

& (x1,x9) =x980 & FXNER:(x1,22) =Aea & (x1,22) € lin(es).



AuBlerdem gilt im(¢) = ¢(R?) = {¢(z1,22) | (z1,22) € R*} = {(21,0) | 21 € R} = {\(1,0) | X €
R} = lin(ey). Offenbar ist {e2} eine einelementige Basis von ker(¢). (Dass {e2} ein Erzeugendensystem
ist, folgt direkt aus der Gleichung ker(¢) = lin(es), und eine einelementige Menge bestehend aus nur
einem Vektor ungleich dem Nullvektor ist laut Vorlesung linear unabhéngig.) Es gilt also dim ker(¢) = 1.
Genauso folgt dimim(¢) = 1 aus der Gleichung im(¢) = lin(e;). Insgesamt erhalten wir 2 = dim R? =

dimker(¢) + dimim(¢) = 1 + 1, der Dimensionssatz ist fir ¢ also giiltig.

Aufgabe 1

zu (a) Sei ¢ : R* — R definiert durch ¢(x1, 22,23, 74) = dx1 — T3 + 203 — 3w4. Dann gilt fiir alle
(x1,20,73,24) € R die Aquivalenz (1,20, 73, 24) € ker(phi) < ¢(x1, 20,23, 24) = 0 & 5xy — a9 +
2x3 — 324 = 0 & (21,29,23,24) € U, also ist ker(¢) = U erfiillt. Es gilt im(¢) = R. Ist ndmlich
a € R vorgegeben, dann gilt d)(%a,0,0,0) =5 %a —042-0-3-0 = a, also a € im(¢). Damit ist
R C im(¢) nachgewiesen, und die umgekehrte Inklusion folgt direkt auf Grund des Wertebereits R von
¢ direkt aus der Definition des Bildes im(¢). Der Dimensionssatz fiir lineare Abbildungen liefert nun
dimker(¢) = dim R* — dimim(¢) = dimR* —dimR =4 — 1 = 3.

zu (b) Die angebene Menge U ist Losungsmenge ein lineares Gleichungssystems bestehend aus einer

Gleichung in 4 Variablen, die zu x; = %xz — %l‘g, + %m umgestellt werden kann. Es folgt

1

U {(x1,22,23,24) € R |21 = Lo — 2w3 4+ 324} = {(3oo — 25+ 234, 20,23, 24) | 2, 23,24 € R}
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+ x3 + x4 To, 3,4 € R = lin
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Die Menge B = {(%, 1,0,0), (f%,O, 1,0), (%,0,0, 1)} ist somit ein dreielementiges Erzeugendensystem

von U. Zusammen mit der Angabe dim U = 3 folgt daraus, B eine Basis von U ist.

zu (¢) Wir wenden das Basisauswahlverfahren aus der Vorlesung auf die Teilmenge
E = {(1,2,3,3),(%,1,0,0),(—%,0,1,0),(%,0,0,1)}

des R* an. Diese Menge ist wegen £ O B ein Erzeugendensystem von U. Fiir die Durchfiihrung schreiben
wir die Elemente von F als Spalten in eine Matrix und wenden das Gauflverfahren an; es geniigt die Matrix
auf (nicht normierte) Zeilenstufenform zu bringen, da nur die Kennzahlen der ZSF fiir das Ergebnis

relevant sind.
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Die ZSF am Ende der Rechnung hat die Kennzahlen » = 3 und j; = 1, jo = 2, j3 = 3. Satz (8.11) besagt
nun, dass die ersten drei Vektoren aus E eine Basis von U = lin(F) = lin(B) bilden. Die gesuchte Basis
ist also

B = {(1,2,3,3),($,1,0,0),(-2,0,1,0)}.

Aufgabe 2

zu (a) Wegen W C W + W' C V gilt einerseits dim(W + W') > dimW = 5 und andererseits
dim(W +W') < dimV = 7. Mit dem Schnittdimensionssatz folgt daraus einerseits

dim(Wnw’) = dimW+dmW’' —dim(W+W') = 5+5—dim(W+W’') > 10-7 = 3
und andererseits
dim(Wnw’) = dmW +dimW’' —dim(W +W’') = 5+5—dim(W+W’') < 10-5 = 5.

zu (b) Laut Vorlesung ist die Menge B = {ey, €3, ..., e7} der Einheitsvektoren linear unabhéngig. Damit
ist auch jede Teilmenge S C B linear unabhéngig, und folglich ist die Dimension des von S aufgespannten

Untervektorraums lin(S) jeweils gleich |S|.

Betrachten wir nun zunichst die Untervektorriume W = lin{ej,es,e3,e4,e5} und W' =

lin{es, eq, €5, €6, e7}. Dann gilt auf Grund der Vorbemerkung dim W = 5 und dim W’ = 5. Aufilerdem ist
W = {zie1 +xoes + x3e3 + 2464 + x5€5 | 21, ..., x5 E R} = {(z1, 22,23, 24,25,0,0) | 21, ..., x5 € R}
und W’ = {(0,0, x5, 24, x5, Ts, T7) | T3, ..., 27 € R} und somit

wnw' = {(0,0,z3,24,25,0,0) | x3, 74,5 € R}.

Offenbar wird WNW’ von der dreielementigen, linear unabhéngigen Menge {e3, e4, €5} aufgespannt, und
somit gilt dim(W NW’) = 3.

Nun ersetzen wir W’ durch den Untervektorraum lin{es, e3, e4, €5, €6 }. Auch danach gilt noch dim W’ = 5.

Diesmal ist aber W’ = {(0, 22, x3, 24, x5, %6, 0) | 2,23, T4, T5, 6 € R} und somit
wWnw' = {(0,z2,23,24,25,0,0) | 22,73, 74,5 € R}.

Dieser Vektoraum wird von der vierelementigen, linear unabhéngigen Menge {es, e3, 4, e5} aufgespannt,
und folglich gilt dim(W NW') = 4.

Zum Schluss setzen wir W’ = W. Auch in diesem Fall gilt dim W’ = 5, nun aber ist W NW’' = W und
somit dim(W NW') = dim W = 5.



Aufgabe 3
Wegen dim V' = n gibt es eine n-elementige Basis B = {v1,...,v,} in V. Wir zeigen, dass durch
B = {(v,0)|1<k<n}u{(0,v)]1<k<n}

eine Basis von V x V gegeben ist. Um zu zeigen, dass B’ ein Erzeugendensystem von V ist, sei ein
beliebiges Element (v, w) € V x V vorgegeben. Weil B eine Basis von V ist, gibt es A1,..., A, € K und
Py ees fin € K mit v =377 Ao und w = Y1 vy Es folgt

(v,w) = (ZMUMZM%) = D w0+ D> (O mve) = D> Mel(vr, 0) + > (0, vp).
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

Dies zeigt, dass (v,w) in lin(B’) enthalten ist. Um zu zeigen, dass B’ linear unabhingig ist, seien

ALy ooy Ay fh1 5 ony Uy € K mit
0)+ > pu(0,0,) = (0,0).

Dann gilt
0)+ > (0, pxvx) = (0,0)

und es folgt

-~
™=

)\kvk,0> + (072#1{5”’6) = (070)
1 k=1
also

(Z )\kvk,z,ukvk> = (070)
k=1 k=1

Durch Vergleich der beiden Komponenten links und rechts erhalten wir >, Agvg = 0und >} _; por =
0. Weil B linear unabhéngig ist, folgt Ay = 0 fiir 1 < k < n und pp = 0 fir 1 < k < n. Damit ist die

lineare Unabhingigkeit von B’ nachgewiesen.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass B’ eine Basis von V ist. Weil B’ offenbar aus 2n Elementen besteht,

erhalten wir dim(V x V) = 2n.



