












Aufgabe 3

zu (a) Allgemein gilt: Ist S = {v1, ..., vd} eine d-elementige Teilmenge von V (mit d ∈ N), dann besteht

lin(S) aus pd Elementen. Denn jedes Element v ∈ lin(S) hat die Form λ1v1+...+λdvd mit λ1, ..., λd ∈ Fp,
und für jeden Koeffizienten λi ∈ Fp gibt es p Möglichkeiten, insgesamt also pd Möglichkeiten für das

Tupel (λ1, ..., λd). Außerdem ist dieses Tupel durch v eindeutig bestimmt, denn ist (µ1, ..., µd) ein weiteres

Tupel in Fdp mit
∑d
i=1 λivi = v =

∑d
i=1 µivi, dann folgt

∑d
i=1(λi − µi)vi = 0V . Auf Grund der linearen

Unabhängigkeit von S erhalten wir λi − µi = 0̄, also λi = µi für 1 ≤ i ≤ d.

Linear unabhängige Paare kann es nur geben, wenn V mindestens zweidimensional ist, also n ≥ 2 gilt.

Setzen wir dies voraus. Ein Paar (v, w) mit v, w ∈ V ist genau dann linear unabhängig, wenn v 6= 0V und

w ∈ V \ lin(v) gilt. (
”
⇒“ Ist v = 0V , dann gilt 1̄ · v+ 0̄ ·w = 0V , aber (1̄, 0̄) 6= (0̄, 0̄). Ist w ∈ lin(v), dann

gibt es ein λ ∈ Fp mit w = λv. Es gilt dann λv + (−1̄) · w = 0V , aber (λ,−1̄) 6= (0̄, 0̄). In beiden Fällen

ist (v, w) also linear abhängig.
”
⇐“ Ist (v, w) linear abhängig, dann gibt es ein Paar (λ, µ) 6= (0̄, 0̄) in

F2
p mit λv + µw = 0̄. Ist µ 6= 0̄, dann gilt w = (−λµ )v ∈ lin(v). Ist µ = 0̄, λ 6= 0̄, dann folgt λv = 0V und

v = 0V .) Um ein linear unabhängiges Paar (v, w) zu bilden, gibt es also |V \ {0V }| = |V | − 1 = pn − 1

Auswahlmöglichkeiten für v und nach Wahl von v noch |V \ lin(v)| = |V | − |lin(v)| = pn − p. Insgesamt

gibt es also (pn − 1)(pn − p) linear unabhängige Paare in V , falls n ≥ 2 ist.

Dreielementige linear unabhängige Tripel in V kann es nur geben, wenn n ≥ 3 ist. Setzen wir dies voraus.

Ein Tripel (u, v, w) mit u, v, w ∈ V ist genau dann linear unabhängig, wenn (u, v) linear unabhängig ist

und w /∈ lin{u, v} gilt. (
”
⇒“ Ist (u, v) linear abhängig, dann gibt es α, β ∈ Fp mit (α, β) 6= (0̄, 0̄), aber

αu+ βv = 0V . Es gilt dann auch (α, β, 0̄) 6= (0̄, 0̄, 0̄), aber αu+ βv + 0̄ · w = 0V . Ist w ∈ lin{u, v}, dann

gibt es α, β ∈ Fp mit w = αu+ βv. Es gilt also αu+ βw + (−1̄) · w = 0V , aber (α, β,−1̄) 6= (0̄, 0̄, 0̄). In

beiden Fällen ist (u, v, w) linear abhängig.
”
⇐“ Ist (u, v, w) linear abhängig, dann gibt es ein Tripel

(α, β, γ) 6= (0̄, 0̄, 0̄) mit αu + βv + γw = 0V . Ist γ 6= 0̄, dann gilt w = αγ−1u + βγ−1v ∈ lin(u, v). Ist

γ = 0̄, dann folgt (α, β) 6= (0̄, 0̄) und αu + βv = 0V , das Paar (u, v) ist also linear abhängig.) In einem

linear unabhängigen Tupel (u, v, w) gibt es also (pn − 1)(pn − p) Möglichkeiten für das Paar (u, v). Ist

dieses bereits gewählt, dann gibt es noch |V \ lin{u, v}| = |V | − |lin{u, v}| = pn − p2 Möglichkeiten für

den Vektor w. Insgesamt gibt es also (pn−1)(pn−p)(pn−p2) linear unabhängige Tripel in V , falls n ≥ 3

ist.

zu (b) Genau wie in Teil (a) beweist man für beliebiges d ∈ {2, ..., n−1}, dass ein Tupel (v1, ..., vd, vd+1)

genau dann linear unabhängig ist, wenn (v1, ...., vd) linear unabhängig ist und vd+1 /∈ lin{v1, ..., vd} gilt.

Durch vollständige Induktion über d kann man nun zeigen, dass die Anzahl der d-elementigen Tupel

gleich
d−1∏
i=0

(pn − pi)

ist. Für d = 0 ist dies das
”
leere“ Produkt mit dem Wert 1, und das leere Tupel ist das einzi-

ge nullelementige linear unabhängige Tupel. In den Fällen d = 1, 2 haben wir die Formel bereits

in Teil (a) verifiziert. Ist nun d ∈ {2, ..., n − 1} und setzen wir die Formel für d voraus, dann

gibt es in einem (d + 1)-elementigen linear unabhängigen Tupel (v1, ..., vd+1) auf Grund der Induk-

tionsvoraussetzung genau
∏d−1
i=0 (pn − pi) Möglichkeiten für das Tupel (v1, ..., vd) und danach noch

|V \ lin{v1, ..., vd}| = |V | − |lin{v1, ..., vd}| = pn − pd Möglichkeiten für den Vektor vd+1. Insgesamt

kommen wir so auf
∏d−1
i=0 (pn − pi) · (pn − pd) =

∏d
i=0(pn − pi) Möglichkeiten für das (d+ 1)-elementige

Tupel.



Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. Da die Anzahl d der Elemente in einem linear unabhängi-

gen Tupel wegen n = dim(V ) durch 0 ≤ d ≤ n beschränkt ist, ist die Gesamtzahl der linear unabhängigen

Tupel durch
∑n
d=0

∏d−1
i=0 (pn − pi) gegeben.

zu (c) Auf Grund des Hinweises in der Aufgabenstellung und mit dem Ergebnis aus Teil (b) kommen

wir für 0 ≤ d ≤ n jeweils auf 1
d!

∏d−1
i=0 (pn − pi) linear unabhängige d-elementige Teilmengen von V , und

auf
∑n
d=0

1
d!

∏d−1
i=0 (pn − pi) linear unabhängige Teilmengen insgesamt.

zu (d) Die geordneten Basen von V sind wegen dim(V ) genau die n-elementigen linear unabhängigen

Tupel. Nach Teil (b) ist deren Anzahl gleich
∏n−1
i=0 (pn − pi).

zu (e) Auf Grund des Hinweises und mit dem Ergebnis aus Teil (d) kommen wir auf

1

n!

n−1∏
i=0

(pn − pi)

Basen des Vektorraums V . (Ist zum Beispiel V = F2
2, dann gibt es genau drei Basen, nämlich

{(1̄, 0̄), (0̄, 1̄)}, {(1̄, 0̄), (1̄, 1̄)} und {(0̄, 1̄), (1̄, 1̄)}, und es ist 1
2!

∏1
i=0(p2−pi) = 1

2 (4−1)(4−2) = 1
2 ·3·2 = 3.)















Aufgabe 3
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