Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 6 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1
zu (a) Es gilt v5 = vg — v3 und vg = va + v3.

zu (b) Laut Vorlesung gilt: Ist V ein K-Vektorraum, S C V eine Teilmenge und U ein Untervektorraum
von V mit S C U, dann folgt 1in(S) C U. Weil lin {vs, v5,v6} und lin {vs, vs, v6} Utnervektorrdume von
R* sind, geniigt es also zu iiberpriifen, dass {vs, vs,ve} C lin {vs,vs,v6} und {vs,vs,v6} C lin {va, vs, v6}

gilt.

Wegen vs,vs € {vs,vs,v6} gilt erst recht vs,vs € lin {vs,vs,vs}. Auflerdem ist vo = vz + vs €
lin {vs,vs,v6}. Ingesamt gilt also {vs, vs,v6} C lin {vs, vs,vg}. Fiir die zweite Inklusion bemerken wir,
dass aus vs, vg € {va, vs, v} jedenfalls vy, vg € lin {vg, vs, v} folgt. Wegen vz = vy — vs € lin {vg, vs, vg}

gilt insgesamt {vs, vs, v} C lin {ve, vs, vg}.

zu (¢) Zunichst iiberpriifen wir, dass B = {v1,v2,v3} linear unabhiingig ist. Seien Aj, A2, A3 € R mit

A101 + Agvg + Azvg = Ora vorgegeben. Dann gilt

1 1 0 0 AL+ A 0

2 1 1 0 201+ A+ A 0
A + A + A3 = SR -

1 1 1 0 A1+ Ao+ A3 0

2 1 0 0 2M1 + Ao 0

also A1 +X2 =0, 2A1 + Ao+ A3 =0, Ay + Ao+ A3 = 0 und 2\ + A2 = 0. Subtraktion der ersten Gleichung

von der dritten liefert A3 = 0. Durch Einsetzen erhalten wir die Gleichungen
/\1+)\2:0 und 2)\1+/\2:O.

Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten liefert A\; = 0. Setzen wir dies in die erste Gleichung
ein, dann folgt Ao = 0. Insgesamt gilt also A\; = Ay = A3 = 0, damit ist die lineare Unabhéingigkeit

nachgewiesen.

Nun miissen wir noch zeigen, dass B ein Erzeugendensystem von lin(,S) ist, also lin(B) = lin(5) gilt. Die
Inklusion ,,C¢ ist wegen B C S offensichtlich. Zum Beweis von ,,2“ miissen wir S C lin(B) iiberpriifen.
Wegen vy, v2,v3 € B gilt jedenfalls vy, v, v3 € lin(B). Aus vy + v4 = v1 folgt vy = v — vy € lin(B). Aus
vs = vy — v3 folgt vs € lin(B), und die Gleichung vg = vy + v3 liefert vg € lin(B). Damit ist insgesamt

S = {v1, v2, v3,v4, 05,06} C lin(B) nachgewiesen.



Aufgabe 2

zu(a) Sei K=R,V =R? S =1{e1} und T = {2¢;} (wobei e; = (1,0) den ersten Einheitsvektor in V'
bezeichnet). Wegen 2e; € lin(S) gilt lin(7') C lin(S), und wegen e; = 1-(2e1) € lin(T) gilt lin(S) C lin(7T),
insgesamt also lin(S) = lin(7"). Es folgt lin(S) Nlin(7T) = lin(S) Nlin(S) = lin(S) = {Ae1 | A € R}. Wegen
SNT = @ ist andererseits lin(SNT) = lin(@) = {0y }.

zu (b) (i) = (ii) Nach Definition der direkten Summe miissen wir iiberpriifen
(1) lin(SUT) = lin(S) + lin(T) (2) lin(S) Nlin(T) = {0y}

zu (1) ,2% Wegen S C SUT gilt lin(S) C lin(SUT), und aus T C SUT folgt ebenso lin(T) C lin(SUT).
Sei nun v € lin(S) + lin(T") vorgegeben. Nach Definition der Summe zweier Untervektorrdume gibt es
Vektoren v’ € 1lin(S) und v” € lin(T) mit v = v' +v"”. Es folgt v' € lin(SUT) und v” € lin(SUT). Weil
lin(SUT) ein Untervektorraum von V ist, erhalten wir v' +v” € lin(SUT), also v € lin(SUT).

»,C“  Sei w € lin(S UT) vorgegeben. Dann gibt es ein Tupel (v1,...,v,) von Vektoren aus S U T, so
dass w eine Linearkombination dieses Tupels ist. Es existieren also Aq,..., A\, € K mit w = 22:1 AiU;.
Fir 1 <4 < r gilt jeweils v; € S oder v; € T. Nach Umsortierung der Vektoren kénnen wir annehmen,
dass ein k € {0,...,r} existiert mit v; € S fir 1 < i < kund v; € T fiir k¥ < i < r. Es gilt dann
S A € lin(S) und > i1 Aivi € lin(T'), insgesamt also

k r
w = Z AiU; + Z \iU; € hn(S) + hn(T)
1=1 i=k+1

zu (2) ,2“ Weil lin(S) ein Untervektorraum von V ist, gilt Oy € lin(S), und aus demselben Grund
gilt Oy € lin(T). Es folgt {0y} C lin(S) Nlin(T).

,C%  Sei w € lin(S) Nlin(T) vorgegeben. Wegen w € lin(S) ist w Linearkombination eines Tupels

(v1, ..., vp) mit v; € S fiir 1 <i <r, und wegen w € lin(7T) ist w zugleich Linearkombination eines Tupels

(w1, ..., ws) mit w; € T fir 1 < j < s. Es gibt also A1,..., A\, € K und pq, ..., pts € K mit

T S
E /\ivi = w = E MWy
i=1 j=1

was umgeformt werden kann zu

Z Aiv; + Z(—,U,j)w]' = Oy . (*)
i=1 j=1

Dabei diirfen wir annehmen, dass beide Tupel aus lauter verschiedenen Vektoren bestehen. Wegen SNT' =
& besteht dann das Tupel (v, ..., vy, w1, ..., ws) aus lauter verschiedenen Elementen der Menge S U T.
Nehmen wir nun an, dass w # Oy ist. Dann muss A; # 0 fiir mindestens ein ¢ € {1,...,7} gelten. Aber
dann folgt aus (*), dass das Tupel (vy,..., 0, w1,...,ws) linear abhiingig ist, was im Widerspruch zur
Vorausetzung steht, dass S U T linear unabhéngig ist. Damit ist gezeigt, dass aus w € lin(S) N lin(T")

jeweils w = 0y folgt.



»(il) = (1)* Nach Voraussetzung gilt lin(SUT') = lin(S) @ lin(T), also lin(SUT) = lin(S) + lin(T") und
lin(S) Nlin(7T") = {Oy}. Nehmen wir nun an, S N7 wéire nichtleer, und w € SNT. Wegen S C lin(S5)
und T C lin(T) ldge w dann auch in lin(S) N1lin(7) = {0y}, und daraus wiirde w = Oy folgen. Aber
auf Grund der linearen Unabhéingigkeit von S kann 0y kein Element von S sein. Also war die Annahme

falsch, und es muss SNT = @ gelten.

Nehmen wir nun an, SUT wére linear abhiingig. Dann gébe es ein Tupel (v1, ..., v,) bestehend aus lauter
verschiedenen Vektoren v; € SUT, das linear abhéngig ist. Nach Umsortierung der Vektoren kénnen wir
annehmen, dass ein k € {0, ...,r} existiert mit v; € S fir 1 <i <k und v; € T fir k < i <r. Auf Grund
der lineare Abhéingigkeit des Tupels gibt es ein Tupel (A1, ..., A;) mit

i )\ﬂ)i == OV
i=1

und A; # 0 fiir mindestens ein j € {1,...,r}. Diese Gleichung kann umgestellt werden zu

k

Z v = Z (=X)v;

i=1 i=k+1
wobei der Vektor auf der linken Seite der Gleichung in lin(S) und der Vektor auf der rechten Seite in lin(7")
liegt. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass A; # O fiir ein j mit j < k gilt. Ware Zle Aiv; = 0y, dann
wiirde daraus die lineare Abhéngigkeit von (vy, ..., v) folgen, was zur linearen Unabhiingigkeit der Menge
S im Widerspruch steht. Im Fall j > k wiirde >__, 4+1(=Ai)vi = Oy entsprechend im Widerspruch zur
linearen Unabhéngigkeit der Menge 71" stehen. Also ist Zle A;v; ein Vektor ungleich Oy in lin(S) Nlin(T).
Aber dies steht im Widerspruch zu lin(S) Nlin(7T) = {0y }. Also ist S U T linear unabhéngig.

Aufgabe 3

zu (a) ,=*“ Nach Vorausetzung ist ¢ injektiv. Sei nun n € N und S = {vy, ..., v, } eine n-elementige,
linear unabhéngige Menge. Wire ¢(S) = {é(v1), ..., #(vn)} nicht n-elementig, dann miisste es i,j €
{1,...,n} mit ¢(v;) = ¢(v;) und i # j geben. Aber dies steht wegen v, # v; im Widerspruch zur
Injektivitit von ¢. Nun weisen wir noch die lineare Unabhéngigkeit von ¢(S) nach. Seien Ay, ..., A, € K
mit Y i Nig(v;) = Opy. Weil ¢ linear ist, folgt

¢<i>\ivi> = Ow = o¢(0y).

Auf Grund der Injektivitdt von ¢ folgt Y., Ajv; = Op. Weil S linear unabhiingig ist, folgt daraus

wiederum A\; = ... = A, = 0. Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von ¢(S) nachgewiesen.

“

= Nach Voraussetzung ist fiir jedes n € IN und jede linear unabhéngige, n-elementige Teilmenge
S von V auch ¢(S) eine n-elementige, linear unabhéngige Menge. Nehmen wir nun an, ¢ wiére nicht
injektiv. Dann giibe es v,w € V mit v # w und ¢(v) = ¢(w). Die Menge S = {v,w} ist zweielementig.
Betrachten wir zunéchst den Fall, dass S = {v,w} linear unabhéingig ist. Dann muss ¢(S) auf Grund

der Voraussetzung (fiir n = 2) zweielementig sein, was aber wegen ¢(v) = ¢(w) nicht der Fall ist.



Setzen wir nun voraus, dass S = {v,w} linear abhéngig ist. Dann gilt v = Oy, oder es ist v # 0y und
w = Ao fiir ein A € K. Im ersten Fall gilt w # 0y wegen w # v, aber ¢(w) = ¢(v) = ¢(0y) = Ow . Die
Menge {w} ist einelementig und linear unabhiingig, aber {¢(w)} linear abhéingig. Das widerspricht der
Voraussetzung fiir n = 1. Betrachten wir nun den Fall v # 0y und w = Av fiir ein A € K. Wegen v # w
muss v # Av und damit A # 1 gelten. Aus ¢(v) = ¢p(w) = ¢(A\v) = Ap(v) folgt aber (A — 1)p(v) = Ow
und wegen A — 1 # 0 somit ¢(v) = Oy. Die Menge {v} ist einelementig und linear unabhéngig, aber

{¢(v)} ist linear abhéngig. Erneut ergibt sich ein Widerspruch zur Voraussetzung fiir n = 1.

zu (b) ,=* Nach Voraussetzung ist ¢ surjektiv. Sei S ein Erzeugendensystem von V. Zu zeigen ist
lin ¢(S) = W. Sei dazu w € W vorgegeben. Da ¢ surjektiv ist, gibt es ein v € V mit ¢(u) = w. Da
S ein Erzeugendensystem von V ist, gibt es ein Tupel (v1,...,v,) bestehend aus Vektoren v; € S und

Koeffizienten Aq,..., A, € K mit u =Y., A\;v;. Es folgt

w = ¢u) = ¢<Z/\m> = ZA@(W).

Fir 1 <4 < r gilt ¢(v;) € ¢(5). Also ist w Linearkombination eines Tupels von Vektoren aus ¢(5).

Damit ist w € lin ¢(S) nachgewiesen. Dies zeigt, dass ¢(5S) ein Erzeugendensystem von W ist.

»,<“ Offenbar ist V ein Erzeugendensystem von V' (denn jeder Vektor v € V kann durch die Gleichung
v = 1-v als Linearkombination von V' dargestellt werden). Auf Grund der Voraussetzung ist somit ¢(V')
ein Erzeugendensystem von W. Zum Nachweis der Surjektivitdt von ¢ sei nun w € W vorgegeben. Weil
¢(V) ein Erzeugendensystem von W ist, gilt w € lin ¢(V). Es gibt also eine Familie (wq, ..., w,) von
Vektoren w; € ¢(V) und Koeffizienten Ay, ..., A, € K mit w = >_i_, \iw;. Wegen w; € ¢(V) existiert

jeweils ein v; € V mit ¢(v;) = w;, fiir 1 <i <r. Setzen wir nun u = Y _,_, A;v;, dann folgt

p(u) = ¢<Z)\i’0i> = Z)\iqb(vi) = Zx\iwi = w.

Damit ist die Surjektivitdt von ¢ nachgewiesen.



