Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 5 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Jeder Vektorraum iiber einem Korper K besitzt zugleich die Struktur einer Gruppe. Genauer
gilt: Ist (V,+,-) ein K-Vektorraum, dann ist (V,+) eine abelsche Gruppe.

zu (b) Laut Vorlesung kann jeder Kérper K auch als K-Vektorraum aufgefasst werden, wobei die
Vektoraddition die Addition auf dem Korper und die skalare Multiplikation die Multiplikation auf dem
Korper ist. Wir wissen, dass es einen Korper IFy bestehend aus zwei Elementen gibt. Also ist Iy zugleich

ein Vektorraum mit genau zwei Elementen.

Aus der Vorlesung ist auch bekannt, dass jede einelementige Menge {0y } eine Struktur als K-Vektorraum
besitzt, fiir einen beliebigen Korper K. Also ist jede solche Menge auch ein R-Vektorraum, mit genau
einem Element. Einen R-Vektorraum mit genau zwei Elementen gibt es aber nicht. Denn ein solcher
Vektorraum V' miisste neben dem Nullvektor Oy noch ein weiteres Element v # Oy enthalten. Es zeigt
sich nun, dass die Elemente der Form av mit o € R alle verschieden sind. Setzen wir ndmlich av = Sv
fiir a, B € R voraus, dann gilt (8 —a)v = fv—av = 0y, und aus Prop. (4.2) und v # Oy folgt S —a =0,
also @ = (. Ein R-Vektorraum mit einem Element v # Oy ist also immer eine unendliche Menge, weil

R — V, @ — av eine injektive Abbildung und R unendlich ist.

zu (¢) Laut Prop. (5.7) ist durch ¢4(v) = Av (Matrix-Vektor-Multiplikation) eine lineare Abbildung
K" — K™ gegeben. Ist A = E(™ dann gilt pa(v) = E(My = v fiir alle v € K. Man erhilt in diesem
Fall also die identische Abbildung idgn. Ist A = 0(™*™) dann gilt ¢4(v) = 00Xy = Ogm fiir alle
v € K". Diese Abbildung bildet also alle Vektoren aus K™ auf den Nullvektor in K™ ab.

zu (d) Die Abbildung f ist nicht vertréglich mit der Vektoraddition auf R. Zum Beispiel gilt f(1+1) =
f(2)=22-1=3und f(1)+ f(1) = (12=1)+(12—1) = 0, also f(1+1) # f(1)+ f(1). Alternativ kann
man auch zeigen, dass f mit der skalaren Multiplikation nicht vertréglich ist. Es gilt f(2-1) = f(2) = 1,
aber 2- f(1) =2-0=0, also f(2-1) #2- f(1).

zu (e) Sei U = {(a,0) | a € R}. Dann ist U ein Untervektorraum von C? aufgefasst als R-Vektorraum.
Denn wegen O¢cz = (0,0) ist Oz in U enthalten. Sind v,w € U und A € R vorgegeben, dann gibt es
a,b € R mit v = (a,0) und w = (b,0), und es folgt v + w = (a,0) + (b,0) = (a + b,0) € U und
Av = A(a,0) = (Aa,0) € U wegen a+b € R und Aa € R. Die Teilmenge ist aber kein Untervektorraum von
C? aufgefasst als C-Vektorraum. Denn beispielsweise ist (1,0) in U enthalten, der Vektor i - (1,0) = (4,0)
wegen i ¢ R aber nicht.

Aufgabe 1
zu (a) Zum Nachweis der Linearitét von f; seien (z,y), (u,v) € R? und A € R vorgegeben. Es gilt
Hh(@y) +wv) = fAletuyto) = B+u)+2y+0)4e+u)+y+o) =
Bz +2y, 4z +y) + Bu+2v,du+v) = fi(z,y)+ f1(u,v)

und f1(A(z,y)) = fi(hz, A\y) = Bz + 2A\y, 4 \x + A\y) = A3z + 2y, 4z + y) = Afi(x,y). Also ist die
Abbildung tatsichlich linear. Zum Nachweis der Injektivitiit seien (z, y), (u,v) € R? mit f(z,y) = f(u,v).



Dann gilt (3z + 2y, 4z +y) = (3u+ 2v,4u+ v), also 3z + 2y = 3u+ 2v und 4z + y = 4u + v. Subtraktion
des zweifachen der zweiten Gleichung von der ersten liefert —5x = —5u und & = u, und durch Einsetzen
erhalten wir du+y = 4z +y = 4u+v und y = v, insgesamt also (z,y) = (u,v). Damit ist die Injektivitét

nachgewiesen.

Zum Nachweis der Surjektivitiit sei (r,s) € R? vorgegeben. Gesucht wird ein Paar (z,y) € R? mit
3z +2y,4x+y) = fi(x,y) = (r, s). Subtraktion des Zweifachen der Gleichung 4z 4y = s von 3x+2y =r

liefert —5z = r — 2s und =z = —%T + %s Einsetzen liefert y = s — 4o = s + %T — %s = %r — gs. Damit
haben wir ein Urbild von (r, s) gefunden, denn es gilt

4
Alry) = fl-gr+ds,cr=3s) = (—gr+3s)+2(3r—32s)4(—5r+3s)+(5r—35) = (n9).

)

Als bijektive lineare Abbildung ist f; ein Isomorphismus von R-Vektorridumen.

zu (b) Wiére f; linear, dann miisste f2(0y) = Ow, also f2(0,0) = (0,0) gelten. Es ist aber f2(0,0) =
(7-0+14:0—1,0+2-0+5) = (—1,5). Wire f, surjektiv, dann giibe es ein (z,y) € R? mit fao(x,y) = (0,0).
Aber dies wiirde 7x + 14y — 1 = 0 und x + 2y + 5 = 0 bedeuten. Subtraktion des 7-fachen der zweiten
Gleichung von der ersten liefert —1—7-5 = 0, also —36 = 0. Der Widerspruch zeigt, dass kein (x,y) € R?
mit fa(z,y) = (0,0) existiert, die Abbidlung also nicht surjektiv ist. Die Abbildung ist auch nicht injektiv,
denn es gilt f3(2,—1) = (7-2+14(—-1) —1,2+2(—1) +5) = (—1,5) = f2(0,0), aber (2,—1) # (0,0). Als

nicht-lineare Abbildung ist f, auch kein Isomorphismus von R-Vektorrdumen.

zu (¢) Wire f3 linear, dann miisste f5(2-1) = 2- f3(1) gelten. Es gilt aber f3(2-1) = f3(2) = 8 und
2. f3(1) = 21 = 2. Aus der Analysis einer Variablen ist bekannt, dass die Funktion R — R, z +— 3
bijektiv ist, mit der Wurzelfunktion R — R, x — ¥z als Umkehrfunktion. Als nicht-lineare Abbildung

ist fo aber kein Isomorphismus von R-Vektorrdumen.

zu (d) Zum Nachweis der Linearitit seien Ay, Ay € V und A € R vorgegeben. Es gilt f4(A; + As) =
(A1 + A3)B = A1B 4+ AsB = f4(A1) + f4(A2) und fy(AA1) = (AMA1)B = AMA1B) = Afs(Ay). Zum

Nachweis der Bijektivitiit bemerken wir zunichst, dass die Matrix B invertierbar ist, mit B~! = B: Es

0 1\ /0 1 10
B-B = = = 1@,
(1 o) (1 o) (o 1)

Daraus ergibt sich unmittelbar, dass die Abbildung f; ihre eigene Umkehrabbildung ist: Fiir alle A € V
gilt (fs0 f1)(A) = fi(f1(A)) = f2(AB) = AB? = A1® = A = idy(A). Also ist f bijektiv, insbesondere

surjektiv und injektiv. Weil f zudem linear ist, handelt es sich insgesamt um einen Isomorphismus von

gilt

R-Vektorraumen.

Aufgabe 2

Aus der Vorlesung ist bereits bekannt, dass fiir jeden Kérper K und jedes n € IN das Tripel (K™, +, ")
mit der komponentenweisen Addition + auf K™ und der komponentenweisen skalaren Multiplikation -
ein K-Vektorraum ist. Insbesondere ist (K™, +) eine abelsche Gruppe. Dies zeigt, dass V = R? mit der
angegebenen Verkniipfung + eine abelsche Gruppe ist. Die Bedingung (i) in der Vektorraum-Definition

ist also erfiillt.



Um zu zeigen, dass auch die Bedindungen (ii)(a),(b),(c) fiir (V, +, %) erfiillt sind, seien (a1, az), (b1,b2) € V
und A, ¢ € R vorgegeben. Die Rechnungen

A+ x(ane) = (A+man0) = (a+pa0) = (Aar,0)+ (4as,0)
= Ax(a1,a2)+ px*(ar,a2)

)\*((al,az)+(b1,b2)) = /\*(a1—|—bl,a2—|—b2) = (/\(&14’171),0)

= (/\a1 + )\bl, 0) = (/\CL17 O) + (Abl, 0) = A % (al, 112) -+ A % (bl, bg)
und

Ax (p*(ar,a2)) = Ax(pa,0) = (Apa,0) = (Ap)*(a1,a2)

zeigen, dass auch diese Bedingungen erfiillt sind. Die Bedingung (ii)(d), welche besagt, dass 1% (a1, a2) =
(a1, a9) fiir alle (a1,as) € R? erfiillt sein soll, gilt aber nicht: Zum Beispiel ist 1% (1,1) = (1-1,0) =
(1,0) # (1,1).

Aufgabe 3

zu (a) Um zu zeigen, dass U ein Untervektorraum von V ist, seien f,g € U und A € R vorgegeben.
Wegen f,g € U gilt f(x,y) + f(x+1,y) = 0 und g(z,y) + g(z + 1,y) = 0 fiir alle (x,y) € R?. Somit gilt
fiir alle (z,y) € R auch

(f+9@y)+(f+9+ly) = [flz,y)+g(@y+flz+1y) +gx+1y)
fl@y)+ flz+1Ly) +g(@,y)+glz+1ly) = 0+0 = 0

und somit f 4+ g € U. Ebenso gilt

AN y)+A)z+ly) = AM(zy)+Afle+ly) = A(f@y+fle+ly) = A0 = 0

also \f € U. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass der Nullvektor Oy von V durch die Nullabbildung
gegeben ist, also durch die Abbildung mit Oy (z,y) = 0 fiir alle (z,y) € R?. Es gilt Oy (z,y)+0y (z+1,y) =
04 0 = 0, also ist Oy ebenfalls Element von U. Damit sind alle Eigenschaften eines Untervektorraums

fiir die Teilmenge U C V nachgewiesen.

zu (b)  Fiir jedes (z,y) € R? gilt Oy (x + 1,y) = 0 # 0+ 1 = Oy (x,y) + 1. Dies zeigt, dass Oy kein

Element von U ist. Da U den Nullvektor von V nicht enthélt, ist U kein Untervektorraum von V.

zu (c) Bekanntlich ist der Nullvektor von V = My die Nullmatrix 0?). Es gilt 02 B = 0?) also
ist 0y = 0®) in U enthalten. Zum Nachweis der anderen beiden Eigenschaften eines Untervektorraums
seien Ay, Ay € U und X € R vorgegeben. Wegen Ay, Ay € U gilt A;B = 0 und A>B = 0. Daraus
folgt (A; + A2)B = A1 B + A3B = 0® +0® = 0® und somit A; + Ay € U. Ebenso gilt (M1)B =
MA1B) = A0®) = 0® und damit \A; € U.



