Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 5 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1
zu (a) Seienv,w € C™ und A € C vorgegeben, A = a+ib mit a,b € R. Zu zeigen ist g(v+w) = g(v)+g(w)
und g(Av) = Ag(v). Die erste Gleichung erhilt man durch die Rechnung
gotw) = forw)—ifirw) = f+w)—ifloriv) =
f) + f(w) —if(iv) —if(iw) = f—if(iv)+ f(w)—if(iw) = g(v)+g(w)

die zweite durch

gAv) = f((a+ib)v) —if(ila+ib)v) = flav)+ fibv) —if(iav) —if(=bv) =
af(v) +bf(iv) —iaf(iv) +ibf(v) = (a+ib)f(v) —i(a+ib)f(iv) =
Af(v) —idf(iv) = A(f(v) —if(iv)) = Ag(v).
Zu beachsten ist, dass der Faktor i nicht aus f ,herausgezogen“ werden darf, weil f laut Angabe nur

ein Homomorphismus von R-Vektorrdumen ist, und kein Homomorphismus von C-Vektorrdumen. Ein

verkiirzter Beweis der Form

—~

*

gw) = FO0) —if(iw) D OAf) = A-if(in) = A(f@) —if) = Ag(v)

=

ist deshalb nicht méglich; die Umformung an der Stelle (x) ist unzuléssig, weil f kein Homomorphismus

von C-Vektorraumen ist.

zu (b) Jeder Vektor w € C™ lidsst sich auf eindeutige Weise in der Form w = w’ 4 iw” schreiben, mit

w',w” € R™. Fiir beliebige w’, w” € R™ gilt némlich die Aquivalenz
w=w+iw" & wpy=w,+iw, firl<k<m <& w,=Re(wy) und wy =Im(wy) fir 1 <k <m,

wodurch die Komponenten von w’ und w” eindeutig festgelegt sind. Fiir jedes v € C™ gibt es also
eindeutig bestimmte Vektoren f(v), h(v) € R™ mit g(v) = f(v)+ih(v). Wir erhalten so zwei Abbildungen
fyh: C" — R™. Zunichst zeigen wir, dass f eine R-lineare Abbildung ist. Fiir alle v,w € C™ gilt

flotw)+ih(v+w) = glo+w) = g)+gw) =
f) +ih(v) + f(w) +ib(w) = (f(v) + f(w)) +i(h(v) + h(w)).

Durch Vergleich der Realteile auf beiden Seiten erhalten wir f(v 4+ w) = f(v) + f(w). Ist nun zusétzlich
a € R, dann gilt

flav) +ih(av) = glav) = aglv) = a(f(v)+ih(v)) = af(v)+iah(v).

Der Vergleich der Realteile liefert f(av) = af(v). Also ist f tatsiichlich eine R-lineare Abbildung.



Nun iiberpriifen wir noch die Gleichung g(v) = f(v) — if(iv) fiir jedes v € C™. Nach Definition der
Abbildungen f und h gilt g(v) = f(v) + ih(v). Weil die Abbildung g ein Homomorphismus von C-
Vektorriumen ist, gilt aulerdem f(iv) + ih(iv) = g(iv) = ig(v) = if(v) +i?h(v) = —h(v) +if(v). Durch
Vergleich der Realteile auf beiden Seiten erhalten wir f(iv) = —h(v). Daraus folgt g(v) = f + ih(v) =
f(v) =i(=h(v)) = fv) —if(iv).

Aufgabe 2

Zunichst iiberpriifen wir, dass (V x V,@®) eine abelsche Gruppe ist. Zum Nachweis der Kommutativ-

und Assoziativgesetze seien (vq,w1), (v2, w2), (vs, ws) € V x V vorgegeben. Dann gilt

()

((v1,w1) ® (v2,w2)) @ (v3,w3) = (v +vg,wy +wa) D (v3,ws3) =
((vi +v2) +vs, (w1 +we2) +ws) = (vi+ (va+wvz), w1 + (w2 +wz)) =
(vi,w1) @ (v2 + vz, w2 +w3) = (v1,w1) D ((v2,w2) ® (v3,w3))

wobei an der Stelle (x) verwendet wurde, dass fiir die Vektoraddition auf V' das Assoziativgesetz gilt.

Ebenso erhalten wir

(v1,w1) © (v2,w2) = (v1+v2, w1 + wa) w (v2 + v, wa+wi) = (vo,w2) ® (vi,wr)

wobei an der Stelle (xx) verwendet wurde, dass fiir die Vektoraddition auf V' das Kommutativgesetz

giiltig ist. Durch (0y,0y) ist ein Neutralelement in V' x V gegeben, denn fiir alle (v1,w;) € V x V gilt
(v, w1) ® (Oy,0y) = (v +0v, w1 +0y) = (v1,w)

und auf Grund der bereits bewiesenen Kommutativitit auch (Oy,0v) @ (v1,w1) = (vy,w). Fiir jedes

(v1,w1) € V x V ist (—v1, —w1) ein Negatives, denn es gilt
(v, w1) ® (=vy, —w1) = (v1+(—v1), w1+ (—w1)) = (Oy,0p)
und auf Grund der bereits bewiesenen Kommutativitéit auch (—vy, —wi) @ (v1,w1) = (0, 0y ).

Nun iiberpriifen wir die iibrigen Vektorraum-Axiome. Es seien (v, w1), (v, w3) € VXV, A = a+ib und

1 = ¢+ id vorgegeben, mit a, b, ¢,d € R. Zu iiberpriifen ist

1) A+ p)* (vi,wr) = A* (vi,w1) & po* (v1,w1)

(ii)  Ax ((v1,w1) @ (v2,w2)) = A * (v, w1) B A * (v2, w2)
(iii) (M) * (v, w1) = Ax (o (v1,w1))

(

iv) 1 (v,wy) = (v, w)

zu (i)

A+ p)* (vi,w1)) = ((a+c)+ib+d)*(vi,w1) = ((@a+c)vr— (b+d)wr, (b+d)vi + (a+c)wr)
Ax (v, wr) S px (v, wi) = (a+ib) « (v, w1) @ (c+id) x (v, w1) =

(avy — bwy, buy + awy) ® (cv; — dwy,dvy + cwy) = (avy — bwy + cvy — dwy,buy + awy + dvy + cwy) =

(a+c)vy — (b+ d)wy, (b+ d)v1 + (a + c)wy)

Also stimmen beiden Seiten der Gleichung iiberein.



zu (ii)

Ak (v, w1) @ (v2,w2)) = (a+ib) * (v +v2, w1 +wa)) =
(a(v1 + v2) — b(wy + wa), b(v1 + v2) + a(wy + wa))

Ax (v, w1) A * (vo,wa) = (a+1ib)* (v, w1) ® (a+b) x (vo, w) =
(avy — bwy, buy + awr) @ (ave — bwa, bvs + aws) = (av; — bwy + ave — bwe, buy + awy + bus + aws) =

(a(v1 + v2) — b(wy + we), b(v1 + v2) + alwy + ws))
zu (iii)

M) * (v, w1) = ((a+ib)(c+id)) * (v1,w1) = ((ac—0bd)+i(bc+ ad))* (v1,w1) =
((ac — bd)vy — (be + ad)wy, (be + ad)vy + (ac — bd)w.)

Ax (px (v, wr)) = (a+1ib)* ((c+1id) * (vi,w1)) = (a+1ib)* (cv; —dwy,dvy + cwy) =
(a(cvy — dwq) — b(dvy + cwq),b(cvy — dwi) + a(dvy + cwy)) =
((ac — bd)vy — (be + ad)wy, (be + ad)vy + (ac — bd)wy)

zu (IV) 1% (vl,wl) = (1 +Oi)(v1,w1) = (1 sV — 0 '11/1,0'1}1 +1 "U.)l) = (’Ul,"wl)

Aufgabe 3

Zunichst zeigen wir, dass die Bildmengen von @ und ® in A enthalten sind. Seien dazu v,w € A und
A € K vorgegeben. Zu zeigen ist v @w € A und A ® v € A. Nach Proposition (6.12) existiert ein
Untervektorraum U von V mit A = p + U. Wegen v,w € A gibt es also Vektoren v',w’ € U mit
v=p+v und w = p+w'. Weil U ein Untervektorraum von V ist, sind v’ + w’ und v’ in U enthalten.
Somit liegt auch v Gw=v+w—p=p+v' +p+w —p=p+ (v +w') in p+ U = A, und ebenso ist
Aov=1-Np+rv=1-Ap+Ap+v)=p+ I in p+ U = A enthalten.

Um zu zeigen, dass (A4, ®,®) ein K-Vektorraum ist, zeigen wir zunéchst, dass (A, ®,®) eine abelsche
Gruppe ist, mit 04 = p als Neutralelement. Zum Nachweis des Assoziativgesetzes seien w,v,w € A

vorgegeben. Dann gilt
wev)sw = (tv-pew = (u+v—p)+w-p = u+(@+w—p) —p
= ut+(wdw) —p = ud@WPw).

Ebenso gilt vbw=v+w—p=w+v—p=wdv fir alle v,w € A. Somit ist auch das Assoziativgesetz
erfilllt. Fiir alle v € A ist aulerdem 04 ®v =p@® v = p+ v — p = v. Dies zeigt, dass 04 = p in (4, D)

ein Neutralelement ist. Fiir jeden Vektor v € A gilt auflerdem noch

ve (k) dv) = ve((lxk+lx)p—1kv) = vép+p—v) =

vtp+p-—v—p = p = 0a ,

es ist (—1g) @ v also jeweils ein Inverses von v in (A4, ®). Damit ist der Nachweis der Gruppenaxiome

abgeschlossen.



Seien nun A, p € K und v, w € A vorgegeben. Zu iiberpriifen ist noch

i) A+pov=rovedpdu
i) AO@WOw)=A0vdA0w
(iii) M) ev=A6(Lov)
(

iv) lgGuv=vw
zu(i)) A+p)ov=>1Ax—A+pu))p+A+pv=>0Axk —Ap+ v+ (1xk —p)p+tuw—p=AQv+pov.

zu (i) AO@Wew) =A0@w+w—p)=1Axg —ANp+Av+w—p)=Axg —A=AN)p+ v+ Iw =
(Ig=Ap+w+Ag —Ap+rw—p=A0v)+ Aow)—p=A0v)® ANOw).

zu (iil) AO(pov) =A0((1x —pp+pv) = 1k —A)p+AM(1x —p)p+pv) = p—Ap+Ap— Aup+ Apv =
(1 = A)p + Apv = (Ap) © .

zu (iv) g Gv= (lK—lK)p+1KU=0Kp+1KU=U



