Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 0 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Die Relation ist reflexiv, denn fiir alle € R gilt |z — 2| = |0] = 0 < 1 und somit zRxz. Die
Relation ist auch symmetrisch, denn sind z,y € R mit xRy, dann gilt |z — y| < 1. Es folgt |y — 2| =
|[(=1)(x —y)| = |x —y| <1 und somit yRz. Die Relation ist aber nicht transitiv, denn beispielsweise gilt
1R2 (wegen |1 —2| =|—1]=1<1) und 2R3 (wegen |2 — 3| = | — 1| = 1 < 1), aber nicht 1R3 (wegen
|1 —3| =|—2| =2>1). Die Implikation xRy A yRz = xRz ist also fiir x = 1, y = 2, z = 3 nicht erfiillt.

Weil R nicht transitiv ist, handelt es sich auch nicht um eine Aquivalenzrelation.

zu (b) Die Losungsmenge der ersten Gleichung ist £; = {(a,—a) | @ € R}, die Losungsmenge der
zweiten ist Lo = {(a, ) | a € R}.

zu (¢) Die Losungsmenge des LGS kann sich durch diesen Schritt verdndern. Geht man beipielsweise
vom System x = 1,y = 6 aus, so hat dieses die Losungsmenge {(1,6)}. Multipliziert man nun die zweite

Gleichung mit 0, so erhélt man das System « = 1,0-y = 0-6. Dies hat die Losungsmenge {(1,a) | a € R}.

zu (d) Auch eine solche Umformung verindert die Lésungsmenge, ist also unzuléssig. Beispielsweise
wird das System x = 1,y = 6 durch diesen Schritt zu y = 1,x = 6 veréindert. Die neue Losungsmenge
ist dann {(6,1)} statt {(1,6)}.

Aufgabe 1
Einsetzungsverfahren:
Die zweite Gleichung kann zu xo = —4 + 2i + iz umgestellt werden. Einsetzen in die ersten Gleichung
liefert

3x1 —2(—4+2i+ix)=13-3i & 3r1+8—-4i—2ix;=13-3i &

(3—2i)x1 +8-4i=13-3i < (B-2)x;=5+i <
541 (541)(3 + 29) (5+14)(3 + 24) 15+3i+100 —2 13+ 134 14
xl = = = = = 1

T 312 (3+20)(3-20) 32422 13 13

und xo = —4+2i+ix; = —4+2i+i(1+1i) = —-4+2i+i—1= -5+ 3i. Die gesuchte Losungsmenge
ist also £ ={(1+41¢,—5+ 3i)}.

Eliminationsverfahren:

3z, — 29 = 13-3i |-(—i) —3izy + 2ixy = —3—13i
= <
ixl — Ty = 4 — 29 |3 3i$1 — 333‘2 = 12 — 61 |+I
—3iz, + 2iry = —3—13i (p S+ 2z = 3130 | 4+ (=2i) - 1T
(=34 2i)zy = 9—19 |-(=3+2i)7" ry = —5+3i
((*:2)) 1 = 1+

Ty = -9+



Dabei muss an der Stelle (¥1) die Nebenrechnung

(=342i)71(9-19) = ((?;jgz?)((__?;)__z)) = (__635)2% = L(-65+39%) = -—5+3i

und an der Stelle (x2) die Nebenrechnung (—3i) ™' (3 —3i) = $i(3—3i) = i+ 1 = 1+ ausgefiihrt werden.
Wieder erhalten wir £ = {(1 + 4, —5 + 37)} als Losungsmenge.

Aufgabe 2

zu (a) Wir miissen zeigen, dass Rx reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Reflexivitit: Sei x € X. Dann ist nach Definition (x,x) in Rx enthalten es gilt also zRxx.

Symmetrie: Seien x,y € X mit zRxvy, also (z,y) € Rx. Da Rx nur Paare enthilt, deren Komponenten
iibereinstimmen, gilt dann = = y. Es folgt (y,z) = (x,z) = (z,y) € Ry, also yRxw.

Transitiwitit: Seien x,y,z € X mit zRxy und yRxz. Wie oben bemerkt, folgt aus (z,y) € Rx die
Gleichung x = y, und aus (y,z) € yRxz folgt ebenso y = z. Aus ¢ = y und y = z folgt * = 2. Nach

Definition von Ry ist (z,z) = (z,z) in Rx enthalten, es gilt also xRxz.

zu (b) Sei (z,y) € R vorgegeben; zu zeigen ist (x,y) € Rx. Aus xRy und der Symmetrie von R
folgt yRxz. Aus 2Ry, yRz und der Anti-Symmetrie wiederum folgt @ = y, also (z,y) = (z,z) € Ry,
wie gewiinscht. Zum Nachweis der Transitivitit seien z,y,z € X mit xRy und yRz vorgegeben. Aus

(z,y) € Rund R C Ry folgt = y. Damit gilt (z,2) = (y,2) € R (wegen yRz) und somit zRz.

zu (c) Sei R eine anti-symmetrische Aquivalenzrelation auf X. Dann ist R insbesondere symmetrisch
und anti-symmetrisch, es gilt also R C Rx nach Teil (b). Zum Beweis von Rx C R sei (z,z) ein
beliebiges Element von Ry, mit 2 € X. Weil R als Aquivalenzrelation insbesondere reflexiv ist, gilt Rz,

also (z,x) € R.

Aufgabe 3

Unzulissigkeit von (i):
Wir betrachten das System x; = 1, 9 = 2 und fiihren die Umformung mit den Parametern A =1, u =0
durch. Wir erhalten so das LGS 7 = 1, z; = 1. Die Losungsmenge des Systems vor der Umformung ist

£ ={(1,2)}, nach der Umformung erhélt man die Lésungsmenge £ = {(1,¢) | ¢ € R}.

Unzuldssigkeit von (ii):

Wendet man die beschriebene Umformung mit A = g = 1 auf das System z; = 1, —z; = —1 an, so
erhélt man das System 0-xz; = 0, 0-2z; = 0. Das LGS vor der Umformung hat die Losungsmenge
L =1{(1,¢) | c € R}. Das LGS nach der Umformung hat die Losungsmenge £’ = R2.

Beantwortung der Frage am Ende der Aufgabe:

Ist 4 # 0, dann kann die Umformung (i) realisiert werden, indem man erst die zweite Gleichung mit p
multipliziert und dann das A-fache der 1. Gleichung zur 2. Gleichung addiert. Weil beides Aquivalenz-
umformungen sind, wird die Losungsmenge durch den Vorgang insgesamt nicht verdndert. Ist dagegen
p = 0, dann wird das System z; = 1, xo = 2 immer durch das System xz; = 1, Ax; = A ersetzt, und
die urspriingliche Losungsmenge £ = {(1,2)} wird zu £’ = {(1,¢) | ¢ € R}. Die Umformung (i) ist also
genau dann zuléssig, wenn p # 0 gilt. Der Wert von A spielt fiir die Zuléissigkeit keine Rolle.



