Lineare Algebra
— Lo6sung Blatt 10 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Jedes der Bilder ¢(v1), ¢(ve) und ¢(vs) legt eine Spalte von Mp fest. Ist ¢(v;) = aw; + bws,
dann hat die j-te Spalte der Darstellungsmatrix die Eintrage a,b. Es ist also

1 00
Mz(p) = .
2(0) (1 ; O)
Die Darstellungsmatrix Mi(@ ist nicht definiert. Denn B ist eine geordnete Basis von W, und A ist

eine geordnete Basis von V. Deshalb diirfen in Mﬁ nur lineare Abbildungen W — V eingesetzt werden.

zu (b) Sind a,b die Eintrige der j-ten Spalte von A, dann bildet £z (A) nach Definition den j-ten
Basisvektor von A auf aw; +bws ab. Deshalb gilt ¢(v1) = wy +4ws, ¢(v2) = 2wy +5wa, d(vs) = 3wy +6w,.
Weil ¢ linear ist, folgt

p(v1+va+vs) = ov1)+P(ve) +d(vs) = (w1 +4ws) + 2wy + bws) + (Bwy +6wz) = 6wy + 15w,.

zu (c) Die Linearitit von £7 bedeutet, dass L (A + B) = L#(A) + L (B) und L (AA) = A\LA(A) fiir
alle A, B € Myysr und alle A € R gilt. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass eine lineare Abbildung zwi-
schen zwei Vektorrdumen immer den Nullvektor des ersten Vektorraums auf den Nullvektor des zweiten
Vektorraums abbilden muss. Wéhlen wir also in Homg (V, W) ein beliebiges Element ¢ # Opomg (v,w)
(zum Beispiel die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢, die in Teil (a) beschrieben wird), dann ist
die konstante Abbildung

O : Maoxsr — Homg(V,IWV) |, Ao

keine lineare Abbildung, denn die Nullmatrix wird auf ¢ # Opomg(v,w) abgebildet.

Aufgabe 1

zu (a) Seien wy,ws € C und ¢ € R vorgegeben. Dann gilt p, (w1 + we) = z(wy + wa) = 2wy + zwy =
te(wr) + pz(we) und p,(cwy) = z(cwy) = c(zwy) = cpy(wr). Auf Grund der Rechenregeln fiir die

komplexe Konjugation gilt ebenso ¢(wq +wg) = wy + wy = w1 + We = t(wy) + ¢t(ws) und ¢(cwy) = cwy =

c-wy =c-wy = c(wy).

zu (b)  Um ME(u.) zu bestimmen, muss p, auf die Elemente von B = (1,i) angewendet und das
Resultat als Linearkombination von B dargestellt werden. Es gilt p.(1) = 2z = a-1+b-4, die erste Spalte
der Matrix ist somit (a,b). Weiter gilt . (i) = z-i = (a+ib) - i = (=b) - 1 + a - i, die zweite Spalte ist

ME(is) = (b ‘ab> .

also (—b,a). Insgesamt gilt also



Bei der Abbildung ¢ gehen wir genauso vor. Es gilt ¢(1) =1 =1-1+0-4, die erste Spalte der Darstel-
lungsmatrix ist also (1,0). Weiter gilt (i) = —i =01+ (—1) - 4, somit ist (0, —1) die zweite Spalte. Wir

ME(L) = <(1) _01> .

zu (¢) In Aufgabe 3 vom Globaliibungsblatt 4 haben wir eine Formel fiir die Inverse einer beliebigen

erhalten

invertierbaren 2 x 2-Matrix hergeleitet, die wir hier anwenden kénnen. Wir erhalten

1 a b
B -1 _
MB(MZ) - a2 +b2 (—b CL) .

(Alternativ kann natiirlich auch der Algorithmus zur Invertierung von Matrizen aus §4 angewendet
werden.) Um ein w € € mit ME(p.)™! = ME(1y) zu finden, bemerken wir, dass die erste Spalte von

ME (1) Real- und Imaginirteil von 2z enthilt. Dementsprechend ist die gesuchte Zahl w durch

w = ¢ +1 (_b>
- a? + b2 a2 + b2

gegeben. Multiplikation mit z liefert

) a—1ib (a 4+ ib)(a —ib) a? + b2
o= latib) ey = a® + b2 = ore - b

Es gilt also w = 271, Eine Erklirung fiir dieses Ergebnis liefert Satz (11.13). Denn wie man unmittelbar
iiberpriift, ist p,-1 die Umkehrabbildung von p,. (Fiir jedes u € C ist (p,-1 0 p,)(u) = py-1(zu) =
27 zu =wund (pyop,-1)(u) = p, (27 1u) = zz7u = u.) Der Satz liefert somit ME(u,) ™! = MEB(u;t) =

Mg(ﬂz*l)

Aufgabe 2

zu (a) Der Untervektorraum U ist eine echte Teilmenge von R?, da beispielsweise der Vektor (1,0,0)
nicht in U liegt. Deshalb gilt dim U < 2. Andererseits sind die Elemente von A wegen 14 (—=1)+0=10
und 1+0+(—1) = 0 beide in U enthalten, und A ist linear uanbhéngig, denn keiner der beiden Vektoren
ist ein skalares Vielfaches des anderen. Als zweielementige, linear unabhéngige Menge bilden die beiden

Vektoren in A eine Basis von U.

zu (b) Seien x,y € R? und A € R vorgegeben, wobei x = (21, 22, x3) und y = (y1, y2, y3) ist. Dann gilt

dx+y) = (w1, 22,23) + (Y1, ¥2,43)) = G(w1+y1, 22+ 12,03 +y3) =
(T3 +ys, 21 +y, 22 +y2) = (z3,21,22) + (Y3, 01,92) = o(x) + 0(y)
und
o(Az) =  ¢(A(x1,m0,03)) = S(Az1,Azo, Azs) = (Aws, Az, Azo)
= Masz,z1,22) = Ao(x).

Damit ist die Linearitéit von ¢ nachgewiesen. Nun beweisen wir die Inklusion ¢(U) C U. Sei v = (1, —1,0)
und w = (1,0,—1). Es gilt ¢(v) = (0,1, —1) und ¢(w) = (—1,1,0), und wegen 0 + 1 + (—1) = 0 und
(=1)+140 = 0sind ¢(v) und ¢(w) wiederum in U enthalten. Wegen U = lin{v, w} hat jedes Element in U
die Form Av+pw mit geeigneten A, p € R. Aus der Linearitéit von ¢ und der Untervektorraum-Eigenschaft
von U folgt ¢p(Av + pw) = Ap(v) + pd(w) € U. Damit ist die Inklusion ¢(U) C U nachgewiesen.



zu (c) Zur Bestimmung von M+ (1) miissen wir ¢ auf die Elemente von A = (v, w) anwenden und das

Ergebnis wiederum als Linearkombination von A darstellen. Es gilt

Yv) = ov) = (0,1,-1) = (-1)(1,-1,0)+1-(1,0,-1) = (-Lv+1-w
und

Yw) = ow) = (-1,1,00 = (-1)(1,-1,0)4+0-(1,0,—1) = (-1v+0-w.

Wir erhalten

Aufgabe 3

zu (a) Zunéchst beweisen wir die lineare Unabhéngigkeit. Seien A1, Mg, Az € K mit A\jv] 4+ A2v3 + Agv5 =

Oy« vorgegeben. Setzen wir v in diese Gleichung ein, so erhalten wir
)\11}){(1)1)4‘)\2’[};(?]1)4—)\3’0; :Ov*(’Ul) = )\1'1+)\2'0+)\3'0:0 = )\1 =0.

Ebenso erhélt man Ay = 0 durch das Einsetzen von vy und A3 = 0 durch das Einsetzen von vz. Damit

ist die lineare Unabhéngigkeit nachgewiesen.

Sei nun ¢ € V* ein beliebiges Element; zu zeigen ist ¢ € lin {v],v3,v5}. Wir setzen A\; = o(v;) fiir

1 =1,2,3 und definieren anschlieend ¢ = Ajv] + A2v3 + Azv;. Es gilt nun
@(1)1) = )\11); (Ul) + AQ'US (’Ul) + )\31);;(1}1) = )\1 . 1 + )\2 . 0 + )\3 . 0 = )\1 = QD(Ul) 5

und ebenso beweist man ¢(v;) = ¢(v;) fiir i = 2,3. Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz ist jede

Element aus V* durch die Bilder von vy, va, v3 eindeutig bestimmt. Daraus folgt ¢ = ¢ € lin{v}, v3, v}

zu (b) Die Transformationsmatrix 7§ gegeben durch

1 1 -6
75 = |o -1 1
5 -9
und durch Invertierung erhélt man
~1
1 1 -6 -4 21 5
12 = (15 = |o -1 1 = |-1 3 1
1 5 -9 -1 4 1
Es gilt also v1 = —4w; — we — w3, vo = 21wy + 3ws + 4dws, vz = dbwy + wo + ws. Es folgt
w*(vy) = —Aw(w)—w"(wz) —w (wz) = —-4-3—-4-5 = =21
w*(ve) = 2lw*(wy) + 3w (w2) + dw*(ws) = 21-3+3-44+44-5 = 95
w*(vs) = bBw(wy) +w"(we) +w (ws) =5-34+4+5 = 24.

Wie in Teil (a) sieht man, dass w* mit (—21)v] 4+ 95v3 4 24v3 iibereinstimmt.

Es gilt also &g (w*) = (—21,95,24).



