Analysis einer Variablen
— Lo6sung Blatt 8 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Es muss eine streng monoton wachsende Folge (ny)ren in IN gegben, so dass by, = a,, fiir alle
k € NN erfiillt ist. Fiir die Angabe von Teilfolgen der Folge ( Jnen gibt es viele Moglichkeiten. Wihlt
man zum Beispiel eine beliebige Konstante r € IN und setzt ny = rk fiir alle k¥ € IN, dann erhilt man
die Teilfolge (by)ren gegeben durch by = a,, = i Damit sind bereits unendlich viele verschiedene
Teilfolgen von (ay,)nen definiert, zum Beispiel ( — )neN, (Sln)nelN und ( —)neN. Setzt man ny = k", dann
ist die entsprechende Teilfolge (by)rew gegeben durch by = apr = 7= = k=" Auch dies liefert unendlich

viele verschiedene Teilfolgen von (a,)nen.

zu (b) Ein Punkt a € R heiit Hiufungspunkt der Folge (a,,)nen, wenn fiir beliebig vorgegebenes ¢ € R
jeweils |a,, —a| < € fiir unendlich viele n € IN erfiillt ist. Der einzige Hiufungspunkt der konstanten Folge
(an)nen ist gegeben durch a,, = a ist a. Dass a ein Hiufungspunkt ist, sicht man daran, dass fiir jedes
e € R jeweils |a, — a] =|a — a] =0 < ¢ fiir alle n € IN gilt, insbesondere also fiir unendlich viele n. Ist
b € R mit b # a und setzt man ¢ = |a — b|, dann ist |a, — b| = |b — a| < ¢ fiir kein n € IN erfiillt. Somit

ist b kein Haufungspunkt von a.

zu (¢) Eine Zahl a ist genau dann Haufungspunkt einer Folge, wenn diese Folge eine Teilfolge besitzt,

die gegen a konvergiert.

zu (d) Nach Definition gilt limsup,, @, = lim, sup A,, und liminf,, a, = lim, inf 4,,, wobei 4, =
{am|m € N,m > n} gilt. Fur die Folge (an)nenw gegeben durch a, = (—1)" gilt A, = {-1,1}, fiir
jedes n € N. Es folgt limsup,, a,, = lim,, sup{—1,1} = lim,, 1 = 1 und liminf, a,, = lim,, inf{-1,1} =

lim, -1 = —1.

zu (e) Die n-te Partialsumme einer Reihe >, a,, ist nach Definition gegeben durch s, = Y, _, ay.

n=1

Nach Definition konvergiert die Reihe gegen ein a € R, wenn lim,, s,, = a gilt.

Aufgabe 1

zu (a) Zunichst zeigen wir, dass 1 ein Hiufungspunkt von (a,)nen ist. Sei e € R vorgegeben Fiir
jedes n € N mit n > e~ 2 gilt ﬁ < e. Ist n zusétzlich gerade, dann gilt |a, —1| = |1+ \F -1 = 7 <e
Weil es unendlich viele geradzahlige n € IN mit n > =2 gibt, existieren auch unendlich viele n € ]N mit

|an, — 1] < &, und folglich ist 1 ein Hiufungspunkt.

Auch —1 ist ein Hiufungspunkt der Folge. Ist némlich e€RT beliebig vorgegeben und n € IN ungerade
mit n > 72, dann gilt |a, — (=1)| = |[(=1) + — (-1 = T <€ Also gibt es auch unendlich viele
n € N mit |a, — (—1)] < ¢, und damit ist auch —1 ein Haufungspunkt.

Nehmen wir an, dass ein weiterer Haufungspunkt a € R\ {—1,1} der Folge (a,)nen existiert. Sei
e = imin{la —1|,Ja — (=1)|} € RT und N € N so gew#hlt, dass N > =2 gilt. Ist n € N mit n > N

gerade, dann gilt |a,, — 1| < &, wie oben gezeigt. Wiirde |a,, — a| < € gelten, dann wiirden wir insgesamt



den Widerspruch

IN

e < %|a—1| = %|a—an+an—1| %|an—a|+%|an—1| < %E—F%é‘ = ¢

erhalten. Ist n ungerade, dann gilt |a, — (—1)] < e. In diesem Fall wiirde sich aus |a,, — a| < & der

Widerspruch

e < %|a—(—1)\ = %|a—an+an—(—1)| < %\an—a|+%|an—(—1)| < %5—&—%5 =

ergeben. Insgesamt ist damit gezeigt, dass kein n > N mit |a,, — a| < € existiert. Es gibt also héchstens

endlich viele n € IN mit |a, — a| < &, und folglich ist a kein Haufungspunkt der Folge.

zu (b) Nehmen wir an, dass a € R ein Hiufungspunkt der Folge ist. Dann gibt es insbesondere unendlich
viele n € IN mit |a,, — a| < 1. Es folgt |a,| = |an, —a+ a| < |an —a| + |a| < 1+ |a| fiir unendlich viele
n € IN. Aber wegen lim,, a,, = +00 gibt es ein N € N mit a,, > 1 + |a| fiir alle n > N. Es kénnen also
hochstens endlich viele n € IN mit |a,| < 1 + |a| existieren. Der Widerspruch zeigt, dass die Folge keine

H&aufungspunkte besitzt.

Aufgabe 2

zu (a) Sei 4, = {am | m > n}, B, = {by, | m > n} und C, = {am + by | m > n}. Fir jedes
n € N sei a, = supA,, b, = sup B,, und ¢, = supC),. Nach Definition gilt limsup,, a,, = lim,, @,
lim sup,, b, = lim,, l;n und lim sup,, (a,, + b,) = lim,, &,. Zu zeigen ist also

lim ¢, < lim a, -+ lim b,.
n— o0 n—00 n—00

Nach Satz (8.11) geniigt es dafiir der Nachweis, dass ¢, < a, + b, fiir alle n € IN erfiillt ist. Nach
Definition ist a,, eine obere Schranke von A,,, also gilt @, > a,, fiir alle m > n. Ebenso gilt b, > b, fiir
alle m > n, da Bn eine obere Schranke von B, ist. Es folgt a, + l~)n > a,, + by, fir alle m > n. Somit
ist @, + b, eine obere Schranke von C,,. Weil &, die kleinste obere Schranke von C,, ist, folgt daraus

G < @y + by

zu (b) Seien die Folgen (a,)nen und (by)new gegeben durch a, = (—1)" und b, = (—1)"*! fiir alle
n € IN. Die Bezeichnungen A,,, B,, und C,, seien wie in Aufgabenteil (a) definiert. Fiir jedes n € IN gilt
A, = {-1,1}, denn dies sind die einzigen Werte, die von der Folge angenommen werden, und fiir jedes

n € N gibt es Werte m, m’ > n mit (—1)™ = —1 und (—1)™ = 1. Es folgt

limsup, @, = lim sup{-1,1} = lm 1 = 1.
n— oo n—o0
Ebenso erhélt man
limsup, b, = lim sup{-1,1} = lm 1 = 1.
n— oo n—o0

Andererseits ist a, + b, = (—=1)" + (=1)""t = (=1)"(1 + (=1)) = 0 fiir alle n € IN. Weil (a,, + b, )nen

als konstante Folge nur einen Haufungspunkt besitzt, gilt lim sup,, (a,, + b,,) = 0. Insgesamt gilt also

limsup, (a, +b,) = 0 < 2 = limsup,a, + limsup,, by,.
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Aufgabe 3

zu (a) Sei (by)new eine Teilfolge von (ay,)new und entsprechend (ny) ke eine streng monoton wachsende
Folge in IN, so dass by = ay, fiir alle k¥ € IN erfiillt ist. Zum Nachweis von limg by, = a sei ¢ € R
vorgegeben. Wegen lim,, a, = a gibt es ein N € N mit |a, — a| < ¢ fiir alle n > N. Weil es sich bei
{nk | k € N} um eine unendliche Teilmenge von IN handelt, muss es ein K € IN mit nxg > N geben.
Fiir alle k¥ > K gilt dann ng > ng > N, und es folgt |by — a| = |an, — a|] < e. Damit ist limg by, = a

nachgewiesen.

zu (b) Setzen wir voraus, dass Y ., a,, konvergiert. Zu zeigen ist, dass dasselbe fiir die Reihe >~ | b,
gilt. Sei (s, )nen die Folge der Partialsummen von 220:1 ap, und (t,)nen die Folge der Partialsummen
von Z;’ozl b,. Nach Voraussetzung gibt es ein Ny € IN mit a,, = b, fiir alle n > Ny, auflerdem existiert

der Grenzwert s = lim,, s,,. Auf Grund des Grenzwertsatzes der Addition existiert dann auch

n n Nofl Nofl
lim E ar = lim g ap — E ak = lim (s, — E ag | -

k=No k=1 k=1

Dies wiederum impliziert, dass auch der Grenzwert

n No—1 n No—1 n
U D SR L ST o BTN O DU o
k=1 k=1 k=No k=1 k=No
existiert. Damit ist die Konvergenz der Reihe Y | b, bewiesen. Der Beweis, dass umgekehrt aus der

Konvergenz von -, b, die Konvergenz von Y~ | a, folgt, lduft vollkommen analog.

zu (c) Nein. Seien zum Beispiel die Folgen (a,)nen und (by)nen gegeben durch a3 = 1, a,, = 0 fiir
alle n > N und by = 2, b, = 0 fiir alle n > N. Dann gilt a,, = b, fiir alle n > 2. Die Partialsummen
Sp = Y pey ar und t, = >_}'_, by der beiden Reihen sind gegeben durch s, = 1 und ¢, = 2 fiir alle n > 2.
Es gilt also

Zlan:nlggoanI und Zlbn:nll)n;otn:2 ,

insbesondere > "7 an # > oo by.



