Analysis einer Variablen
— Blatt 1 —

(Globaliibungsblatt)

Aufgabe 1

zu (a) Gesucht waren die Elemente der Menge
T={AeM|ANn{1,2} =2Vv{l1,2,3,4} \ A D {3}}.

Zunéchst bestimmen wir alle Mengen A € M mit AN {1,2} = &. Die Bedingung A N {1,2} = & ist
gleichbedeutend mit A C {3,4} auf Grund der Aquivalenz

An{l,2}=0 & (Q1¢AHANQ2¢A) < ACM\{l,2} & AC{34}.
Wir brauchen also nur die Teilmengen von {3, 4} aufzuzihlen, dies sind @, {3}, {4} und {3,4}.
Nun bestimmen wir noch die Mengen A mit {1,2,3,4}\ A D {3}. Hier gilt die Aquivalenz

{1,234\ AD {3} & 3¢A4 o AC{1,234}\{3} o AC{1,24).

Die Bedingung trifft also auf alle Teilmengen von {1,2,4} zu, dies sind @, {1}, {2}, {4}, {1,2}, {1,4},
{2,4} und {1,2,4}.

Die Mengen A, welche die erste oder die zweite Bedingung erfiillen, sind also gegeben durch
o, {1}, {2}, {3}, {4},
{12}, {1,4}, {2,4}, {3,4}, {1,2,4}.
zu (b) Setzt man beispielsweise A = {1,2,3}, B = M und C = {1,2}, dann gilt A C Bund B 2 C.

Die Pramisse der Implikation (A € B) A (B 2 C) ist also wahr. Andererseits ist die Konklusion C' O A
nicht erfiillt. Also ist die Implikation fiir diese Elemente A, B,C' € M insgesamt falsch.

zu (¢) Wir setzen A = {1,2,3} und B = C' = M. Wie bereits festgestellt, gilt A C B, und auch B 2 C
ist wegen B = C erfiillt. Aulerdem gilt diesmal C' O A. Also sind Pramisse und Konklusion diesmal
beide erfiillt. Die Implikation ist damit wahr.

Aufgabe 2

Zunéchst identifizieren wir die Teilaussagen, aus denen as und ag zusammengesetzt sind. Wir finden
w1 = LU ist offen.”
w2 = U ist abgeschlossen.*
w3 = X ist zusammenhéngend.*

Die beiden Satze as und ag sind folgendermaflen aus 1, @2, @3 zusammengesetzt.

az = p1 A2 = Tp3 ; az = P3Np1 = P2



Wir kénnen nun die Implikation ay = a3 mit einer Wahrheitstabelle iiberpriifen.
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Zu beachten ist, dass die Aussage ,,U ist offen“ nicht gleichbedeutend mit der Negation der Aussage ,,U
ist abgeschlossen® ist. Es gibt in der Topologie Mengen, die zugleich offen und abgeschlossen sind, und

ebenso gibt es Mengen, die weder offen noch abgeschlossen sind.

Aufgabe 3

Zunéchst beweisen wir fiir jedes z € R die Aquivalenz 22 — 10z +21=0<z € {3,7}.
X2 -1024+21=0 & 2°-100+25=4 & (z-5)%=22 & (z-5)2?-22=0
& (z=5)-2)((z—5)+2)=0 & (z-7Nz-3)=0 < @—-T7=0V(x—-3=0)
& (z=TV(e=3) & z€{3,7}

Nun beweisen wir die Mengengleichung. Wir bezeichnen die Menge auf der linken Seiten mit M und die

Menge auf der rechten Seite mit V.

+M C N“ Seip € M. Dann ist p = (x,y) mit x,y € R und (22 — 10z + 21)(y — 2) = 0. Es folgt
22 — 102 + 21 = 0 oder y — 2 = 0. Betrachten wir zunéchst den Fall, dass 22 — 10z + 21 = 0 gilt.
Wie oben gezeigt, folgt dann = € {3,7}. Ist « = 3, dann gilt p = (3,y). Also liegt p in der Menge
{(3,¥) | y € R} und damit insbesondere in N. Ist z = 7, dann folgt p € {(7,y) | y € R} und damit
ebenfalls p € N. Nun betrachten wir noch den Fall, dass y — 2 = 0 ist. Dann gilt y = 2, also p = (z,2),
somit p € {(z,2) | z € R}, also auch hier p € N.

»N C M“ Seipée N.Dann gilt p = (z,2) fir ein z € R oder p = (3,y) fiir ein y € R oder p = (7,y)
fiir ein y € R. Im ersten Fall liegt p wegen (22 — 10z +21)(2 — 2) = (22 — 10z +21) - 0 = 0 in der Menge
M. Im zweiten Fall ist p wegen (32 —10-3 +21)(y — 2) = 0- (y — 2) = 0 ebenfalls in M enthalten. Im
dritten Fall gilt wegen (72 —10-7+21) - (y —2) =0 (y — 2) = 0 ebenfalls p € M.



