Analysis einer Variablen
— Lo6sung Blatt 10 —

(Tutoriumsblatt)

Aufgabe 0

zu (a) Der Zwischenwertsatz lautet: Ist [a,b] C R ein endliches, abgeschlossenes Intervall, d € R und
f :]a,b] = R eine stetige Funktion mit f(a) < d und f(b) > d, dann gibt es ein ¢ € |a,b] mit f(c) = d.
Jeder Wert zwischen f(a) und f(b) wird also von fl}, 5 angenommen. Das Maximumsprinzip besagt,
dass jede stetige Funktion auf einem endlichen abgeschlossenen Intervall beschrankt ist und ihr Minimum

und Maximum annimmt.

zu (b) Es gilt f(R) 2 f(]0,3]) 2 [-2,2], denn neben f(0) = —2 und f(3) = 2 wird auch jeder Wert

zwischen —2 und 2 durch f|jp 3 angenommen.

zu (c) Nein. Dass der Wertebereich von f|jg 5 nach oben unbeschrénkt ist, widerspricht dem Maxi-

mumsprinzip.
zu (d) Es handelt sich um die Menge aller Punkte « € R, in denen die Potenzreihe konvergiert.

zu (e) Ist der Konvergenzradius p gleich 0, dann gilt Deony = {a}. Ist p € R, dann gilt Ja — p,a + p[ C
Dconv C [a — p,a + p], wobei a den Entwicklungspunkt der Potenzreihe bezeichnet. Ist p = 400, dann
gilt Deony = R.

zu (f) Nein. Grundsatzlich ist Deony nur dann nicht einelementig oder gleich R, wenn der Konver-
genzradius p ein endlicher positiver Wert ist. In diesem Fall ist Dcopny €in (offenes, halboffenes oder
abgeschlossenes) Intervall, wie unter (e) wiederholt wurde. Die Menge D = [0,1] U [2, 3] ist aber kein
Intervall, denn es gilt 1,2 € D, 1 < % < 2, aber % ¢ D.

Aufgabe 1

Es gilt f(=1) =4 > 0 und f(0) = —1 < 0. Als Polynomfunktion ist f : R — R stetig, damit auch
die eingeschrénkte Abbildung f[_1 . (Denn wenn die Implikation lim, z,, = x = lim, f(z,) = f(z)
fiir jedes z € R und jede Folge (x,)nenw in R giiltig ist, dann erst recht fiir jedes z € [—1,0] und jede
Folge (zy)nen in [—1,0].) Auf Grund des Zwischenwertsatzes gibt es somit ein a € |—1,0[ mit f(a) = 0.
Ebenso folgt aus f(0) = —1 < 0, f(2) = 1 > 0 und der Stetigkeit von f[o o, dass ein b € ]0,2[ mit
f(b) = 0 existiert.

zu (b) Die Funktion f kann in der Form f(z) = 22%(1 — 327! — 1272) dargestellt werden. Der Term
3271 4+ 1272 kann fiir |z| > 4 betragsméfig durch £ + 55 = 12 < 1 abgeschéitzt werden. Damit gilt
1—3z7' =272 > 1 und f(x) >2-2%. § =4 fiir alle |z] > 4.

Nach dem Maximumsprinzip nimmt die Funktion f \[,4’4] in einem Punkt a € [—4,4] ihr Minimum an,
und wegen f(0) = —1 muss ¢ = f(a) < —1 gelten. Sei nun d € f(R) beliebig vorgegegeben. Dann gibt
es ein x € R mit f(z) =d. Im Fall ¢ [—4,4] gilt f(z) >4 > —1 > ¢. Im Fall x € [—4,4] gilt ebenfalls
f(x) > ¢, weil ¢ der minimale Wert von f|[_44) ist. Also gilt d > c fiir alle d € f(R). Zusammen mit

c € f(R) folgt ¢ = min f(R).

zu (¢) Weil ¢ das Minimum von f(R) ist, muss f(R) C [¢, +o0o[ gelten. Sei nun umgekehrt d € [¢, +00]



vorgegeben. Fiir d € f(R) miissen wir nachweisen, dass ein z € R mit f(z) = d existiert. Im Fall d = ¢
konnen wir einfach x = a setzen, wobei a den in Teil (b) gefundenen Punkt bezeichnet. Gehen wir nun
von d > c aus. Weil f eine Polynomfunktion geraden Grades ist, gilt laut Vorlesung xllffoo f(z) = +o0.
Betrachten wir die Folge gegeben durch z,, = n, so folgt daraus insbesondere, dass ein n € IN mit
n > a und f(n) > d existiert. Wenden wir nun den Zwischenwertsatz auf die Funktion f|, ) an. Diese
Funktion ist stetig, und es gilt f(a) = ¢ < d sowie f(n) > d. Also existiert nach dem Zwischenwertsatz

ein z € [a,n] mit f(z) =d.

Aufgabe 2

zu (a) ,=“ Zum Beweis der ersten Gleichung sei (z,)nen eine Folge in ]a, b[ mit lim, z,, = a. Zu
zeigen ist lim,, f(z,) = +o0o. Sei dazu k € R* vorgegeben. Weil f surjektiv ist, gibt es ein ¢ € ]a, b[ mit
f(e) = K+ 1. Wegen lim,, x,, = a gibt es fiir e = ¢ —a ein N € N mit |z, —a| < ¢ fiir alle n > N. Es
folgt z, < a+¢e =a+ (c—a) = c fiir alle n > N. Weil f monoton fallend ist, folgt daraus wiederum
fzn) > f(e) =K+ 1> & fiir alle n > N. Damit ist lim,, f(z,) = +00 nachgewiesen.

Zum Beweis der zweiten Gleichung sei (x,)nen eine Folge in ]a,b] mit lim, x,, = b. Zu zeigen ist
lim, f(z,) = —oo. Sei dazu k € R* vorgegeben. Weil f surjektiv ist, gibt es ein ¢ € ]a,b[ mit
f(e) = —k — 1. Wegen lim,, z,, = b gibt es fir e = b — c ein N € N mit |z, — b| < ¢ fiir alle n > N. Es
folgt 2, > b—e =b— (b—c¢) = c fiir alle n > N. Weil f monoton fallend ist, folgt daraus wiederum
f(zn) < f(e) = —k — 1 < —k fiir alle n > N. Damit ist lim,, f(x,) = —oo nachgewiesen.

»<=“ Seid € R vorgegeben. Fiir den Nachweis der Surjektivitdt von f miissen wir zeigen, dass ein ¢ € R
mit f(c) = d existiert. Seien (2, )nen und (yn)new Folgen in |a,b[ mit lim, z, = a und lim, y,, = b.
Wegen

lim f(z) =400  und lim f(z) = —o0

T—a z—b
gilt dann lim,, f(z,) = 400 und lim,, f(y,) = —oo. Insbesondere gibt es ein N € IN mit f(zrn) > d und
flyn) < d. Nach eventueller Vertauschung von zy und yy kénnen wir auflerdem zy < yy annehmen.
Da f auf]a, b], insbesondere auf dem abgeschlossenen Intervall [z, yn] stetig ist und f(zx) > d > f(yn)

gilt, kénnen wir den Zwischenwertsatz anwenden und erhalten ein ¢ € |z, yn[ mit f(c) = d.

Aufgabe 3
zu (a) Fiir vorgegebenes p € IN zerlegen wir die Exponentialreihe in exp(z) = spi1(z) + rp41(x) mit
spa1(x) = S0HL % und rp41(2) = 30000 %T Fiir alle z € R gilt offenbar 7,41 (z) > 0, aulerdem ist
p—1
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Sei nun (2, )nen eine Folge mit lim, z, = +00. Zu zeigen ist lim,, % = 400. Sei dazu Kk € Rt

vorgegeben und N € IN so gro8 gewiihlt, dass x,, > (p + 1)!x fiir alle n > N gilt. Dann folgt

p—1
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fir alle n € IN mit n > N.



Fiir den Nachweis des zweiten Grenzwerts sei wiederum (z,,),en eine Folge mit lim,, z, = 400. Nach

Anderung der Folge an hochstens endlich vielen Stellen (die sich auf das Konvergenzverhalten nicht

auswirken) koénnen wir z, > 1 fiir alle n € IN annehmen. Zu zeigen ist lim, h;%’;i) = 0. Setzen wir

Yn = In(z,,) fiir alle n € N, dann sind wegen lirf In(x) = 400 auch (yn)nen und (%yn)nem Folgen mit
T—>+00

lim,, ¥, = 400 und lim,, %yn = +00. Nun gilt

In(z,,) _ Yn _ Yn - . %
e/xn exp(yn) eyn/P eyn/p ’
Wegen liI_P ;—f, = +oo und lim, %yn = +oo gilt lim,, eyyn//; = 400, also lim, é/y";z//f, = 0 und somit
Tr—r+00 Yn
limy, 22 = lim,, p - 222 = 0,

zu (b)  Wir wenden den Satz (12.7) von Cauchy-Hadamard auf die Potenzreihe Y 7 | a,z™ mit den

n=1
Koeffizienten a,, = n™/" an. Fiir jedes n € N gilt {/[a,| = Vnn(W/7 = pn(/n* = exp(In(n)2/n2).
Nach Teil (a) ist lim, 1“2") = 0, also auch lim,, 1“;’;)2 = 0. Setzen wir z,, = 1“5:;)2, dann liefert die
Stetigkeit der Exponentialfunktion
limsup {/|a,| = lim exp(ln(n)?/n?) = lim exp(z,) = exp(0) = 1.
n n—oo n—oo

Nach Satz (12.7) ist der Konvergenzradius p also durch p = 17! = 1 gegeben.



