Frithjahr 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgféltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

a) Sei p eine Primzahl und G eine p-Gruppe. Zeigen Sie, dass G genau dann einfach ist, wenn
G eine Gruppe der Ordnung p ist.

Im Weiteren sei G stets eine Gruppe der Ordnung p™g mit einer Primzahl p und ¢, m € Zy;. Es
gelte p { q. Es sei P eine p-Sylowuntergruppe von G.

b) Zeigen Sie, dass es einen Gruppenhomomorphismus ¢: G — S, mit ker(p) < P gibt, wobei
S, die symmetrische Gruppe der Menge {1, ... ,q} bezeichnet.

c) Zeigen Sie, dass es keine einfache Gruppe G der Ordnung p™g mit p, g, m wie oben und
p™ 4 (g — 1)! gibt.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Wir betrachten das Polynom f := X4 — 6X? — 3 in Q[X].
a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel iiber @ ist und bestimmen Sie die Nullstellen von fin C.

Seien nun «, 8 Nullstellen von f wie in Teilaufgabe a) mit o # £5.

b) Zeigen Sie, dass dann Q(a) # Q(f) und Q(a) N Q(B) = Q(V/3) gelten.
¢) Zeigen Sie, dass Q(«, ) galoissch iiber @(\/E) ist und bestimmen Sie die Struktur der
Galoisgruppe.
Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei p eine Primzahl und bezeichne a — @ die Restklassenabbildung Z — Z/pZ.

a) Zeigen Sie, dass p: Z[x] — Z/pZ, h — h(0), ein surjektiver Homomorphismus von Ringen
ist.
b) Zeigen Sie, dass ker(p) = (p, x) gilt.

¢) Zeigen Sie, dass (p, ) ein maximales Ideal in Z[z] ist.

d) Begriinden Sie, ob (z) ein Primideal in Z[x] ist.
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Friithjahr 2026 Einzelpriiffungsnummer: 63912

Aufgabe 3

Sei 7 € N\ {0} und ¢ € Fy-. Wir betrachten das Polynom f := z? + z + ¢ iiber Fa

sei T(a) := Y.7_¢ a® und 9(a) := a® + a. Zeigen Sie:

Aufgabe 4

(12 Punkte)

.. Fir a € For

(12 Punkte)

Zeigen Sie, dass es mindestens vier Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 18 gibt.

Aufgabe 5

(12 Punkte)

Seien f := 2% — 7 € Q[z] und K der Zerfillungskorper von f iiber Q mit der Galoisgruppe

G = Gal(K|Q).

a) Bestimmen Sie den Grad [K : Q].

b) Zeigen Sie, dass G einen Normalteiler H mit den folgenden beiden Eigenschaften enthélt:

i) H~Z/5Z
i) G/H = Z/4Z

¢) Zeigen Sie, dass G nicht abelsch ist.
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Frithjahr 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)
Sei G eine (nicht notwendig endliche) Gruppe und sei H eine Untergruppe von G.

a) Geben Sie die Definition des Index [G : H] von H in G an.

b) Zeigen Sie: Falls der Index von H in G zwei ist, so ist H bereits ein Normalteiler in G.

¢) Finden Sie ein Beispiel fiir G und H mit Index [G : H] = 3 derart, dass H kein Normalteiler
in G ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Sei G eine endliche Gruppe mit mehr als zwei Elementen und gelte ™! = a fiir alle a € G. Zeigen

Sie:

a) Die Gruppe G ist abelsch.
b) Es existiert cine Untergruppe H von G der Ordnung 4.

¢) Fiir das Produkt aller Gruppenelemente in G gilt [[,cqa = 1.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

Sei L/K eine Kérpererweiterung. Zeigen Sie folgende Aquivalenz:

a) Die Korpererweiterung ist algebraisch.

b) Jeder Ring R mit K’ C R C L ist bereits ein Korper.

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Sei ¢ := exp(%) € C.

a) Zeigen Sie: Das Minimalpolynom von a := ¢ + ¢* iiber Q ist durch 2% + = — 1 gegeben.

b) Begriinden Sie, dass Q(v5) C Q(¢) gilt, und geben Sie die Elemente der Galoisgruppe
von Q(¢) iiber Q(+/5) an.
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Frithjahr 2026 Einzelprifungsnummer: 63912

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber einem Kérper K der Charakteristik # 2 und ¢
ein Endomorphismus von V mit ¢? = idy-.

a) Zeigen Sie, dass ¢ diagonalisierbar ist.

b) Begriinden Sie, dass die Aussage aus Teilaufgabe a) im Allgemeinen falsch ist, wenn K die
Charakteristik 2 hat.
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Herbst 2026 Einzelpriiffungsnummer: 63912

Thema Nr. 1
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Geben Sie fiir jede der folgenden Behauptungen jeweils mit einer kurzen Begriindung an, ob sie
wahr oder falsch ist.

a) Jede Gruppe der Ordnung 49 ist zyklisch.

¢) Die Kérpererweiterung Q(+v/2)/Q ist normal.

d) Sind G und H zwei Gruppen, so dass ihr Produkt G x H abelsch ist, so sind auch G und H
abelsch.

)

b) Jede Korpererweiterung vom Korpergrad 2 ist separabel.
)
)

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Bestimmen Sie alle Losungen von a? + b? = 4™ mit a,b,n € N.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Bestimmen Sie die Anzahl der normierten irreduziblen Faktoren des Polynoms f := X**% — X in

Fy[X] mit ihren jeweiligen Graden. Begriinden Sie Thre Vorgehensweise kurz.
Hinweis: Betrachten Sie die Nullstellen von f in Fa56 und dessen Unterkorper.
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Herbst 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Seien G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe von G. Mit U bezeichnen wir die Ver-
einigung aller zu H konjugierten Untergruppen gH g ! fiir g € G. Zeigen Sie mit jeweils kurzen
Beweisen:

a) Sind g1, ..., 9. € G Reprisentanten der Linksnebenklassen von G modulo H, so gilt

n

UN{1} = (6Hg "\ {1}) .-

i=1
b) Die Menge U hat héchstens ord G — [G : H] + 1 Elemente.

¢) Wenn H jeweils mindestens ein Element einer jeden Konjugationsklasse von G enthélt, dann
gilt schon H = G.

d) Sei G eine transitive Untergruppe der symmetrischen Gruppe &, mit n 2 2. Zeigen Sie,
dass G ein Element ohne Fixpunkt besitzt (d. h. es gilt g(i) #i firallei=1,..., n).
Hinweis: Betrachten Sie H :={g € G | g(1) = 1}.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Seien K ein Kérper positiver Charakteristik p, « € K und

Zeigen Sie mit jeweils kurzen Begriindungen:

a) Die p-te Potenz AP von A ist die Einheitsmatrix.
b) Wenn « # 0 gilt, dann ist A nicht diagonalisierbar.

¢) Seien L ein algebraisch abgeschlossener Kérper der Charakteristik 0 und B eine quadrati-
sche Matrix {iber L mit der Eigenschaft, dass die Potenz B* fiir ein geeignetes k£ > 1 die
Einheitsmatrix ist. Dann ist B diagonalisierbar.
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Herbst 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfaltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Fiir n € N\ {0} sei ®,, € Z[X] das n-te Kreisteilungspolynom und ¢, € C eine primitive n-te
Einheitswurzel. Seien a,b € N\ {0} teilerfremd.

a) Zeigen Sie, dass (,(, eine primitive ab-te Einheitswurzel ist.

b) ZCigCD Sie: dass Q(CaCb) = Q(Cay Cb) gllt
c¢) Zeigen Sie, dass @, in Q({)[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

a) Sei P :=py+pX + -+ p, X" € Z[X] ein Polynom. Sei § € Q eine Nullstelle von P mit
teilerfremden a,b € Z, b # 0. Zeigen Sie, dass dann a ein Teiler von py und b ein Teiler von
D sind.

b) Seien m,n € Nund P:=py+pi1 X + -+ ppr X" 1 4+ X" € Q[X] und
Q=qp+aX+ -+ g1 X"+ X™ € Z[X] normierte Polynome.
Zeigen Sie: Wenn P(Q ganze Koeffizienten hat (also in Z[X] liegt), dann hat auch P ganze
Kocffizienten.

¢) Zerlegen Sie das Polynom P := X* + 1 in R[X] in iiber R irreduzible Polynome.

Aufgabe 3 (12 Punkte)
Fiir ¢t € Q betrachten wir die rationale 2 x 2-Matrix

) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von A;.
) Bestimmen Sic die Eigenwerte von A;.
¢) Bestimmen Sie die Menge derjenigen t € Q, fiir die A, diagonalisierbar ist.

Zeigen Sie, dass fiir alle n € Z die Gleichung

1—nt nt
Ay =
—nt 1+nt

gilt.
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Herbst 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)

Es sei n € N\ {0} und G eine transitiv auf  := {1,2,...,n} operierende Gruppe. Sei weiter U
eine Untergruppe von G mit zu n teilerfremdem Index [G : U]. Zeigen Sie, dass auch U transitiv
auf ) operiert.

Hinweis: Sei Gy der Stabilisator von 1 in G. Betrachten Sie die Indizes in den Ketten Gy NU <
G, < Gund G;NU < U < G und driicken Sie die Linge der Bahn von U durch 1 mittels G| und
U aus.

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei k ein Korper mit positiver Charakteristik p und A € &\ {0}. Sei L := k(t), wobei ¢ ein iiber
k transzendentes Element sei. Wir betrachten den k-linearen Koérperautomorphismus o: L — L,
der ¢t auf t + X abbildet. Sei L° der Unterkorper von L, der von o elementweise fixiert wird.

a) Zeigen Sie, dass fiir ) := t? — APt die Gleichheit o(n) = 7 gilt.
b) Zeigen Sie, dass { algebraisch iiber L ist.

¢) Sei m € L7[X] ein Polynom mit ¢ als Nullstelle. Zeigen Sie, dass dann auch ¢ + £ fiir alle
¢ € Z Nullstellen von m sind.
Hinweis: Die Menge {t +4)\ | £ € Z} = {t,t + A,...,t + (p — 1)} ist endlich, da k die
Charakteristik p hat.

d) Bestimmen Sie das Minimalpolynom von ¢ tiber L°.

e) Zeigen Sie, dass die Erweiterung L/L” eine Galoiserweiterung ist und dass die Galoisgruppe
Gal(L/L?) von o erzeugt wird.
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Herbst 2026 Einzelpriifungsnummer: 63912

Thema Nr. 3
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Lésungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Aufgabe 1 (12 Punkte)

Geben Sie jeweils ohne Begriindung an:

a) alle abelschen Gruppen der Ordnung 40 bis auf Isomorphie (und jeden Isomorphietyp nur
einmal),

b) die Anzahl der Konjugiertenklassen der symmetrischen Gruppe Sj,
c) die Menge aller z € Z, die gleichzeitig (z =5 mod 11) und (z =3 mod 7) erfiillen,
d) eine Q-Basis des Korpers Q(¢) mit ¢ := exp(27i/5),

e) das Minimalpolynom von /1 + V7 iiber Q.

Aufgabe 2 (12 Punkte)

Es sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = 380 = 2%-5-19. Zeigen Sie, dass G nicht einfach
ist.

Aufgabe 3 (12 Punkte)

a) Es seien G ecine endliche, einfache Gruppe und p eine Primzahl mit p | |G|.
Zeigen Sie, dass es keine Untergruppe H von G gibt mit der Eigenschaft 1 < [G : H] < p.
Hinweis: Benutzen Sie eine geeignete Operation von G auf den Linksnebenklassen von H.

b) Beantworten Sie mit Begriindung:
Gibt es in der alternicrenden Gruppe As eine Untergruppe der Ordnung 157
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Herbst 2026 Einzelpriiffungsnummer: 63912

Aufgabe 4 (12 Punkte)
Es seien o := v/2+ V3, f:= V2 — /3 € Rund L := Q(«) ein Unterkorper von C.

a) Bestimmen Sie ein Polynom f in Q[z] vom Grad 4 mit der Nullstelle o.
Im Folgenden konnen Sie [Q(v/2,v/3) : Q] = 4 als bekannt voraussetzen.

b) Zeigen Sie, dass die Gleichheit L = Q(v/2,v/3) von Unterkérpern von C gilt.
Hinweis: Betrachten Sie (o — 3)2.

c) Zeigen Sie, dass L/Q galoissch ist, und geben Sie die Ordnung der Galoisgruppe Gal(L/Q)
an.

d) Geben Sie den Isomorphietyp der Galoisgruppe Gal(L/Q) an

Aufgabe 5 (12 Punkte)

Sei ¢ eine Primpotenz und F, ein Korper der Ordnung g.

a) Zeigen Sie, dass fiir alle a € F, die Gleichung a? = a gilt.
b) Sei ¢ : F, = F, eine Abbildung und setze
f=) pla)(l - (X —a)t™") € Fy[X].

a€lFq

Zeigen Sie die Gleichheit f(b) = ¢(b) fiir alle b € F,.
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