
Definition der Jordanmatrizen

Definition

Eine Matrix J ∈ Mn,K heißt Jordanmatrix zum Eigenwert λ ∈ K ,
wenn sie die Form

J =


λ 1 0 · · · 0
0 λ 1 · · · 0

0 0
. . .

. . .

0 0 0 λ 1
0 0 0 0 λ

 besitzt.



Definition der Matrizen in JNF

Definition

Eine Matrix A ∈ Mn,K befindet sich in Jordanscher Normalform,
wenn sie als Blockmatrix in der Form

A =


J1

J2
. . .

Jr


mit Jordanmatrizen J1, ..., Jr schreiben lässt. Man bezeichnet diese
Teilmatrizen dann als Jordanblöcke der Matrix A.



Beispiel für eine Matrix in JNF

Die folgende Matrix befindet sich in Jordanscher Normalform und
besteht aus drei Jordanblöcken.

A =



2 1 0 0 0 0
0 2 1 0 0 0
0 0 2 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 3 1
0 0 0 0 0 3


Die Eigenwerte der Jordanblöcke sind 2, 2 und 3, und die Größen
der Jordanblöcke sind 3, 1 und 2.



Existenz und Eindeutigkeit der JNF

Satz

Sei K ein Körper.

Sei n ∈ N und A ∈ Mn,K . Genau dann ist A ähnlich zu einer
Matrix in Jordanscher Normalform, wenn χA im Polynomring
K [x ] in Linearfaktoren zerfällt.

Zwei Matrizen J, J ′ ∈ Mn,K in JNF sind genau dann ähnlich
zueinander, wenn sie bis auf Reihenfolge dieselben
Jordanblöcke enthalten.

Sei V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und
ϕ ∈ EndK (V ). Genau dann existiert eine geordnete Basis B
von V , so dass die Darstellungsmatrix MB(ϕ) in JNF vorliegt,
wenn χϕ in K [x ] in Linearfaktoren zerfällt.

Insbesondere ist also für jedes n ∈ N jede Matrix A ∈ Mn,C

ähnlich zu einer Matrix in JNF.



Eigenschaften der Jordanschen Normalform

Satz

Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum.
Sei ϕ ∈ EndK (V ) und J eine Darstellungsmatrix von ϕ (bezüglich
einer geigneten geordneten Basis von V ) in Jordanscher Normal-
form. Sei λ ∈ K ein Eigenwert von ϕ.

(i) Die geometrische Vielfachheit µg (ϕ, λ) stimmt überein mit
der Anzahl der Jordanblöcke von J zum Eigenwert λ.

(ii) Die algebraische Vielfachheit µa(ϕ, λ) ist gleich der Summe
der Größen aller Jordanblöcke von J zum Eigenwert λ.

(iii) Die Vielfachheit von λ als Nullstelle des Minimalpolynoms µϕ

stimmt überein mit der Größe des größten Jordanblocks zum
Eigenwert λ.

















Korrektur 4. Zeile von unten:

”
... Jordansche Normalform von A für ...“





Ausformulierung des Anfangs von Teil (b)

”
Es genügt zu zeigen, dass das Minimalpolynom µA mit dem
charakteristischen Polynom χA übereinstimmt. Sei nämlich
J ∈ Mn,C eine zu A ähnliche Matrix in Jordanscher Normalform, λ
ein Eigenwert von A und e die Vielfachheit von λ als Nullstelle von
µA. Aus µA = χA folgt e = µa(A, λ).

Laut Vorlesung ist e die Größe des größten Jordanblocks in J zum
Eigenwert λ, und µa(A, λ) ist die Summe der Größen aller Jordan-
blöcke zu diesem Eigenwert. Aus der Gleichung e = µa(A, λ) folgt
also, dass es nur einen Jordanblock zum Eigenwert λ in J gibt.“





Definition der Gruppen- und Elementordnung

Definition

Sei G eine Gruppe.

Die Anzahl |G | der Elemente von G wird die Ordnung von G
genannt.

Ist g ∈ G ein beliebiges Element, dann bezeichnen wir
ord(g) = |⟨g⟩| als die Ordnung von g .



Charakterisierung der Elementordnung

Satz

Sei G eine Gruppe und g ∈ G ein beliebiges Element. Dann sind
für jedes n ∈ N die folgenden Aussagen äquivalent.

(i) n = ord(g)

(ii) Es gibt ein m ∈ N mit gm = eG , und darüber hinaus ist n
die minimale natürliche Zahl mit dieser Eigenschaft.

(iii) Für alle m ∈ Z gilt gm = eG genau dann, wenn m ein
Vielfaches von n ist.



Beispiel: Elementordnungen in den symmetrischen Gruppen

Satz

Sei n ∈ N und σ ∈ Sn.

(i) Ist σ ein k-Zykel (2 ≤ k ≤ n), dann gilt ord(σ) = k .

(ii) Ist σ ein Element vom Zerlegungtyp (k1, ..., kr ), dann gilt
ord(σ) = kgV(k1, ..., kr ).







Aufgabe H26T3A5, Teil (b)

Sei b ∈ Fq. Für jedes a ∈ Fq \ {b} gilt b − a ∈ F×
q und somit

φ(a)(1− (b − a)q−1) = φ(a)(1− 1) = 0. Dies bedeutet, dass in
der Summe f (b) höchstens ein Summand ungleich null ist. Wir
erhalten

f (b) =
∑
a∈Fq

φ(a)(1− (b − a)q−1)

= φ(b)(1− (b − b)q−1) = φ(b)(1− 0q−1)

= φ(b) · 1 = φ(b).


