
Definition der Bilinearformen

Satz

Sei V ein R-Vektorraum.

(i) Eine Bilinearform auf V ist eine Abbildung ⟨·, ·⟩ : V × V → R

mit der Eigenschaft, dass

⟨v ,w1 + w2⟩ = ⟨v ,w1⟩+ ⟨v ,w2⟩ ,
⟨v1 + v2,w⟩ = ⟨v1,w⟩+ ⟨v2,w⟩

und ⟨λv ,w⟩ = ⟨v , λw⟩ = λ⟨v ,w⟩

für alle v ,w , v1, v2,w1,w2 ∈ V und λ ∈ R erfüllt ist.

(ii) Gilt außerdem ⟨v ,w⟩ = ⟨w , v⟩ für alle v ,w ∈ V , dann
bezeichnet man die Bilinearform als symmetrisch.

(iii) Gilt darüber hinaus ⟨v , v⟩ > 0 für alle v ∈ V mit v ̸= 0V ,
dann spricht man von einer positiv definiten Bilinearform.

(iv) Ein R-Vektorraum V mit einer positiv definiten Bilinearform
wird auch als euklidischer Vektorraum bezeichnet.



















Eigenwerte und Eigenvektoren

Definition

Sei K ein Körper, V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und
ϕ ∈ EndK (V ), also eine lineare Abbildung V → V . Man
bezeichnet ein Element λ ∈ K als Eigenwert von ϕ, wenn ein
Vektor v ∈ V mit v ̸= 0V und ϕ(v) = λv existiert. Ein solcher
Vektor v wird Eigenvektor zum Eigenwert λ genannt.

Definition

Sei K ein Körper, V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und
ϕ ∈ EndK (V ). Für jede λ ∈ K ist

Eig(ϕ, λ) = {v ∈ V | ϕ(v) = λv}

ein Untervektorraum von V , der sog. Eigenraum zum Eigenwert λ.



Eigenwerte und charakteristisches Polynom

Definition

Sei K ein Körper, V ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und
ϕ ∈ EndK (V ). Sei ϕ ∈ EndK (V ) und A ∈ Mn,K eine
Darstellungsmatrix von ϕ bezüglich einer beliebigen Basis von V
(wobei n = dimV ist). Dann nennt man

χϕ = det(xEn − A) ∈ K [x ]

das charakteristische Polynom der Matrix A.

Erinnerung:

Die Eigenwerte von ϕ sind genau die Nullstellen von χϕ.









Charakteristisches Polynom, Vielfachheiten von
Eigenwerten

Definition

Sei λ ∈ K ein Eigenwert von ϕ.

Die algebraische Vielfachheit µa(ϕ, λ) ist die Vielfachheit von
λ als Nullstelle von χϕ.

Die geometrische Vielfachheit µg (ϕ, λ) ist die Dimension des
Eigenraums Eig(ϕ, λ).



Das Diagonalisierbarkeitskriterium

Definition

Man bezeichnet ϕ ∈ EndK (V ) als diagonalisierbar, wenn ϕ
bezüglich einer geordneten Basis von V eine Diagonalmatrix als
Darstellungsmatrix besitzt.

Satz

Ein Endomorphismus ϕ ∈ EndK (V ) ist genau dann
diagonalisierbar, wenn χϕ in K [x ] in Linearfaktoren zerfällt und
µg (ϕ, λ) = µa(ϕ, λ) für jeden Eigenwert λ von ϕ gilt.








