Definition der linearen Unabhangigkeit

Definition

Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Ein Tupel (vq, ..., vj)
von Vektoren vy € V wird linear unabhangig genannt, wenn die
Implikation

Z/\kaZO\/ = )\k:OﬁJrlngn
k=1

fir jedes Tupel (A1, ..., Ap) € K" erfiillt ist.




Wichtige Regeln zur linearen Unabhangigkeit

Sei K ein Kérper und V ein K-Vektorraum.

(i)

Ist n € INp mit dim V = n, dann besteht jedes linear
unabhingige Tupel von Vektoren aus K aus hochstens n
Elementen.

Sei A e M, g, also eine n x n-Matrix. Die Zeilen von A sind
genau dann linear unabhingig, wenn det(A) # 0 gilt.
(Dieselbe Aquivalenz gilt auch fiir die Spalten.)

Ein Tupel (vi, ..., v,) von Vektoren aus V ist genau dann
linear unabhangig, wenn kein v als Linearkombination der
tibrigen r — 1 Vektoren darstellbar ist.

Sei (v1, ..., vr) ein linear unabhangiges Tupel von Vektoren aus
V und w € V. Genau dann ist auch (vi, ..., v,, w) linear un-
abhingig, wenn w ¢ (vq, ..., v,)k gilt, d.h. wenn w nicht als
Linearkombination von (vi, ..., v,) darstellbar ist.




Folgerung: Ordnung von Matrixgruppen

Sei n € IN, g eine Primzahlpotenz > 1 und K ein Korper mit g
Elementen. Dann ist die Ordnung der allgemeinen linearen Gruppe
in Dimension n iliber K gegeben durch

n

n—1
GLa(K) = [[(a"—d) = ¢ D" [J(e*-1).
k=0

k=1




Y I

TRZITIN T O T e ——

X = (k\.k—z.’(?,x"*) ’ M{-Wca\%c}\ @* L% W\(}\’% /
Wi Gelvachhe, di AR (d e |

i
€ RY = R, =@ %) »M(“”)

). 0 2 S e € s s
iﬁ&&—é(g\w,\% S ’
Cuan e B vod e f

5 BCun0 = FI0 F0) W) ) =9 R0 |




2_1»\_\0 Da OK\Q(DQW\M\-: Q, \/Q LA
| 2l legas & | wsh n s \eerden (%\Ck
sawry o 0 N bod %
R ) c\&\g ),O\&\%\)*J‘H\ﬁ\'

WAV

= &)+ %(m \n / /' |

2 Mgs d do Quinzhah w der Urten ik |
£ (BN >\ |
N \ P = oN | et \ \ N\
U audn PO = dek | =T ) =2 f), [

5 5 71V n
\(\) WJMS‘»Q ,(&4135 x»ﬁ,g VI k&\\m Q 69?{"’“
TEY: Peo=tw= FR)= 0 ‘
>< A
THee %E/\QM (lu \\\AW( Ké\ QA;\J\ é/vrlqw ’J-QVV/\C\?‘\%




| (0o dia \. \;A&Lk, oo \AQwOLk\\.\'lM%%), 5, PE
[PWPPI wa AN SO W MMM CL-& zzu(ﬁ-w
Hreas ol stad Dol %Cj P\K) dab @\ =
‘W\ w3 Sonssllen Goud ol @“3/'{?‘ 0 ..
< \
©) Zugea PO o cy&\ Bex (€) = (xuy, 7R

%‘?’V\U\A/\ c\uy\a Wean (x\\j e\) Uw\&/\x (/l/v\(\)b{/\(,/\( (\ \‘\

Neech \{&( (b {9\()./\ '\\ v "} 3 \’”\[\) -/\fl (MN‘“’)

{ r\
§ \\\\‘-‘ /T \\Vd&s), Y\*.\ i\w\\;\ Um ‘/1,\\1\\4







|

e (ig,2) % lios oo

Bh. k@S <““3*7R
Suuckoln) = dok (3) i
= b(%'t q) b* b%@gg o}ﬁ%ﬂ
Qvoo¢rumaﬂﬂ) ¢A b& Jqs hu-wm
w o & '8 t>R (uv

o

=¥

“Ff

g0 Yy e () mﬁcm an ) gt

I\

gz 7R ke Q)
>t e @G 29 1)
W Mo WMH'\E«V\C{;\% A”q %)
Lf& Ut afsth . == Yy e Q*» (MLJ w) @
s o, = P = Lgt\% o Q us

e
A5
LJMA

o va (A
v




34 s @\A G.qz)
g 0y RGJ\SM 3. M
o Vlonan hoddeus dpredtoncsiond i
o R gk, ol ate!
£\ %nghwwm i oo TR, dass B 2)

Ueor MACM‘_S«-
Wie v Tl (9 Wretar il O
“ r)\l&s’/m %Z%l E}ifg%j(;% % |’7




Dimensionssatze

Sei K ein Korper.

(i) Sei n € Ny, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum, W ein
beliebiger K-Vektorraum und ¢ : V — W eine lineare
Abbildung. Dann gilt

n = dimker(¢) + dimim(¢).

(ii) Seien m,n € IN und A € Mpp k. Dann gilt

n = dimker(A)+rg(A) ,

wobei rg(A) den Rang von A bezeichnet.




Anwendung: Losungsmengen linearer Gleichungssysteme

Seien K ein Korper, m,ne€ M, A€ Mpyxnk und b€ K™.

(i) Die Losungsmenge des homogenen LGS Ax = Oxm ist ein
Untervektorraum des K" der Dimension n — rg(A).

(i) Die Losungsmenge £ des inhomogenen LGS Ax = b ist genau
dann nichtleer, wenn der Rang von A mit dem Rang der
erweiterten Koeffizientenmatrix A = (A, b) € M s (nt1),K
ibereinstimmt. In diesem Fall handelt es sich um einen affinen
Unterraum des K" der Dimension n — rg(A).
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