
Definition der linearen Unabhängigkeit

Definition

Sei K ein Körper und V ein K -Vektorraum. Ein Tupel (v1, ..., vn)
von Vektoren vk ∈ V wird linear unabhängig genannt, wenn die
Implikation

n∑
k=1

λkvk = 0V ⇒ λk = 0 für 1 ≤ k ≤ n

für jedes Tupel (λ1, ..., λn) ∈ Kn erfüllt ist.



Wichtige Regeln zur linearen Unabhängigkeit

Satz

Sei K ein Körper und V ein K -Vektorraum.

(i) Ist n ∈ N0 mit dimV = n, dann besteht jedes linear
unabhängige Tupel von Vektoren aus K aus höchstens n
Elementen.

(ii) Sei A ∈ Mn,K , also eine n × n-Matrix. Die Zeilen von A sind
genau dann linear unabhängig, wenn det(A) ̸= 0 gilt.
(Dieselbe Äquivalenz gilt auch für die Spalten.)

(iii) Ein Tupel (v1, ..., vr ) von Vektoren aus V ist genau dann
linear unabhängig, wenn kein vk als Linearkombination der
übrigen r − 1 Vektoren darstellbar ist.

(iv) Sei (v1, ..., vr ) ein linear unabhängiges Tupel von Vektoren aus
V und w ∈ V . Genau dann ist auch (v1, ..., vr ,w) linear un-
abhängig, wenn w /∈ ⟨v1, ..., vr ⟩K gilt, d.h. wenn w nicht als
Linearkombination von (v1, ..., vr ) darstellbar ist.



Folgerung: Ordnung von Matrixgruppen

Satz

Sei n ∈ N, q eine Primzahlpotenz > 1 und K ein Körper mit q
Elementen. Dann ist die Ordnung der allgemeinen linearen Gruppe
in Dimension n über K gegeben durch

|GLn(K )| =
n−1∏
k=0

(qn − qk) = q
1
2
(n−1)n

n∏
k=1

(qk − 1).















Dimensionssätze

Satz

Sei K ein Körper.

(i) Sei n ∈ N0, V ein n-dimensionaler K -Vektorraum, W ein
beliebiger K -Vektorraum und ϕ : V → W eine lineare
Abbildung. Dann gilt

n = dim ker(ϕ) + dim im(ϕ).

(ii) Seien m, n ∈ N und A ∈ Mm×n,K . Dann gilt

n = dim ker(A) + rg(A) ,

wobei rg(A) den Rang von A bezeichnet.



Anwendung: Lösungsmengen linearer Gleichungssysteme

Satz

Seien K ein Körper, m, n ∈ M, A ∈ Mm×n,K und b ∈ Km.

(i) Die Lösungsmenge des homogenen LGS Ax = 0Km ist ein
Untervektorraum des Kn der Dimension n − rg(A).

(ii) Die Lösungsmenge L des inhomogenen LGS Ax = b ist genau
dann nichtleer, wenn der Rang von A mit dem Rang der
erweiterten Koeffizientenmatrix Ã = (A, b) ∈ Mm×(n+1),K

übereinstimmt. In diesem Fall handelt es sich um einen affinen
Unterraum des Kn der Dimension n − rg(A).










