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Die Galoisgruppe der reinen Gleichung

Sei n € IN mit n > 2 und K ein Kérper mit char(K) { n, was
char(K) = 0 einschlieBt. Wir setzen voraus, dass K eine primitive
n-te Einheitswurzel ¢ enthalt. Weiter sei a € K*, L ein
Erweiterungskorper von K und « € L eine n-te Wurzel von a.

(i) Die Erweiterung K(a)|K ist eine Galois-Erweiterung.

(ii) Sei G die Galoisgruppe von K(a)|K. Dann gibt es einen
Teiler d von n mit der Eigenschaft, dass G isomorph zu
7.)d7Z ist.

(iii) Es gilt G = Z/nZ genau dann, wenn das Polynom
f =x" —ain K[x] irreduzibel ist.




Zyklische Galois-Erweiterungen und Wurzeln

Sei n € IN, K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢
enthilt, und L|K eine Galois-Erweiterung vom Grad n mit
zyklischer Galoisgruppe G. Dann gibt es ein Element ¢ € L mit
L=K(9¥) und 9" € K.




Der Verschiebungssatz der Galoistheorie

Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung und M|K eine weitere
Korpererweiterung mit der Eigenschaft, dass L und M in einem
gemeinsamen Erweiterungskorper K enthalten sind. Dann sind
auch L- M|M und L|L N M Galois-Erweiterungen, und es gibt einen
Isomorphismus

¢ : Gal(L - M|M) — Gal(L|L N M)

von Gruppen mit ¢(7) = 7|, fiir alle 7 € Gal(L - M|M).
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Definition der Radikalerweiterungen

Definition (23.3)

Eine Radikalerweiterung ist eine endliche Kérpererweiterung L|K
mit folgenden Eigenschaften: Es gibt ein r € INp, eine Kette von
Zwischenkdrpern

K = Llp € L ¢ .. ¢ L = L,

natiirliche Zahlen ny,...,n, und fiir 1 </ < r Elemente ; € L;, so
dass jeweils Lj = Li_1(v;) und /" € Lj_y erfiillt ist.




Boeped bs o2 RaddeaSenvetrarn—g
2 ST o
O™ wh =\ - 5

7

Sekee S e “(L=WE?\- ;%:\E’fva‘
Vo= Ve « (7

) o= Q : = KBQN) i k»\ﬁkg '
ST e = ik D i
W= 2 k8 e s € k= OK)
2ot Rovpoledle wes 1 D 233 gusg —
7)‘341»« L nd %O}Vl/j!’\ - Om \Q ey Packdead =

Qn;ed» % s% :




Auflosbarkeit eines Polynoms durch Radikale

Definition (23.4)

Man sagt, ein nicht-konstantes Polynom f € K|[x] ist durch
Radikale auflésbar, wenn eine Radikalerweiterung L|K existiert, so
dass f uber L in Linearfaktoren zerfillt.




Hinreichendes Kriterium fiir die Auflosbarkeit

Sei f € K[x] ein nicht-konstantes Polynom mit auflésbarer
Galoisgruppe G = Gal(f|K). Dann ist f durch Radikale auflésbar.
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Das Kompositum normaler Erweiterungen

Lemma (23.6)
Seien Li|K und La|K zwei normale Erweiterungen desselben
Korpers K.

e Dann ist auch die Erweiterung L; N Lp|K normal.

e Sind L3 und Ly in einem gemeinsamen Erweiterungskorper M

enthalten, dann ist auch L; - L|K eine normale Erweiterung,
wobei L - Ly das Kompositum von L; und Ly in M bezeichnet.)
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Hinweis:

Das aus My M, D ¢(My) U ¢(My) die Inklusion My My O ¢(MyMs)
folgt, hatte genauer ausgefiihrt werden miissen. Aus der Voraus-
setzung erhilt man zunichst, dass My U M, C ¢~ 1(M; M>) gilt.
Weil die Urbildmenge eines Teilkorpers unter einem Kérperhomo-
morphismus wiederum ein Teilkorper ist, folgt daraus, dass der
Teilkorper My My = My(Ms) in $~*(MyM,) enthalten ist, und
damit wiederum ist ¢(M1M2) C M Ms.

Die Aussage beziiglich Urbildern unter Kérperhomomorphismen
wurde in der Vorlesung bereits einmal verwendet, namlich im
Beweis von Lemma 16.6. Man sollte diese Aussage als eigenstan-
diges Lemma formulieren, das wiederholt angewendet werden kann.
Ich habe das Skript entsprechend geandert.



Eigenschaften von Radikalerweiterungen

Proposition (23.7)

(i) Sei L|K eine Radikalerweiterung, K ein algebraischer
Abschluss von K und o : L — K ein K-Homomorphismus.
Dann ist auch o(L)|K eine Radikalerweiterung.

(i) Ein Kompositum zweier Radikalerweiterungen ist eine
Radikalerweiterung.

(iii) Ist L|K eine separable Radikalerweiterung, so gibt es einen
Erweiterungskorper M von L mit der Eigenschaft, dass M|K
eine Galois-Erweiterung und zugleich eine Radikalerweiterung
ist.
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»Radikalerweiterung = auflosbare Gruppe*

Proposition (23.8)

Ist L|K eine galoissche Radikalerweiterung, dann ist G = Gal(L|K)
eine auflosbare Gruppe.

Sei f € K[x] ein nicht-konstantes, durch Radikale auflsbares
Polynom. Dann ist Gal(f|K) eine auflosbare Gruppe.




