




Definition der Galois-Erweiterungen und Galoisgruppen

Definition (21.1)

Eine Körpererweiterung L|K wird Galois-Erweiterung oder auch
galois’sche Erweiterung genannt, wenn sie normal und separabel
ist. Die Gruppe Gal(L|K ) = AutK (L) heißt dann die Galoisgruppe
der Erweiterung L|K .



Ordnung der Galoisgruppe und Erweiterungsgrad

Satz (21.2)

Eine endliche Körpererweiterung L|K ist genau dann galois’sch,
wenn [L : K ] = |AutK (L)| gilt. Insbesondere ist für jede
Galois-Erweiterung L|K also die Gleichung |Gal(L|K )| = [L : K ]
erfüllt.







Der Fortsetzungssatz für Galois-Erweiterungen

Folgerung (21.3)

Sei L|K eine Galois-Erweiterung, f ∈ K [x ] ein irreduzibles
Polynom, und seien α, β zwei Nullstellen von f in L. Dann
existiert ein Element σ ∈ Gal(L|K ) mit σ(α) = β.







Der Fixkörper einer Untergruppe der Galoisgruppe

Ist L|K eine Galois-Erweiterung und M ein Zwischenkörper von
L|K , dann U = Gal(L|M) eine Untergruppe von G = Gal(L|K ).

Umgekehrt liefert auch jede Untergruppe von G einen
Zwischenkörper von L|K . Allgemeiner liefert eine Untergruppe der
Automorphismengruppe Aut(L) einen Teilkörper von L.

Definition (21.4)

Sei L ein Körper und G eine Untergruppe von Aut(L). Dann nennt
man LG = {α ∈ L | σ(α) = α ∀ σ ∈ G} den Fixkörper von G .







Eine alternative Beschreibung der Galoisgruppe

Proposition (21.5)

Sei L ein Körper, G ≤ Aut(L) eine endliche Untergruppe und
K = LG der zugehörige Fixkörper.

(i) Sei α ∈ L und G (α) = {σ(α) | σ ∈ G}. Sind α1, ..., αr die
verschiedenen Elemente der Menge G (α), dann ist das
Polynom f =

∏r
i=1(x − αi ) das Minimalpolynom von α über

dem Grundkörper K .

(ii) Die Erweiterung L|K ist galoissch.

(iii) Die Erweiterung L|K ist endlich.

(iv) Es gilt G = Gal(L|K ) und |G | = [L : K ].

Folgerung (21.6)

Sei L|K eine endliche Körpererweiterung und G = AutK (L).
Genau dann ist L|K galois’sch, wenn LG = K erfüllt ist.

















Der Hauptsatz der Galoistheorie

Satz (21.7)

Sei L|K eine endliche Galois-Erweiterung mit Galois-Gruppe
G = Gal(L|K ), U die Menge der Untergruppen von G und Z die
Menge der Zwischenkörper von L|K . Dann sind durch die
Zuordnungen

ϕ : U → Z,U 7→ LU und ψ : Z → U ,M 7→ Gal(L|M)

zueinander inverse Bijektionen zwischen U und Z gegeben.




