
Definition der Stufenfunktionen

Definition (6.1)

Als A -Stufenfunktion bezeichnen wir eine nichtnegative,
A -messbare Funktion f : Ω→ R, die nur endlich viele reelle Werte
annimmt. Die Menge der A -Stufenfunktionen bezeichnen wir mit
E (Ω,A ).



Eigenschaften von Stufenfunktionen

Proposition (6.2)

Eine Funktion f : Ω→ R+ ist genau dann eine A -Stufenfunktion,
wenn ein n ∈ N0, paarweise disjunkte Mengen A1, ...,An ∈ A mit

Ω = A1 ∪ ... ∪ An

und u1, ..., un ∈ R+ existieren, so dass f =
∑n

i=1 ui1Ai
erfüllt ist.

Proposition (6.3)

Sind f , g ∈ E (Ω,A ), dann sind auch die Funktionen f + g , fg ,
max{f , g} und min{f , g} in E (Ω,A ) enthalten.



Definition des µ-Integrals von Stufenfunktionen (Vorb.)

Lemma (6.4)

Sei f ∈ E (Ω,A ), und seien

f =
m∑
i=1

αi1Ai
=

n∑
j=1

βj1Bj

zwei Darstellungen von f mit m, n ∈ N, α1, ..., αm, β1, ..., βn ∈ R+

sowie A1, ...,Am,B1, ...,Bn ∈ A , wobei A1, ...,Am und B1, ...,Bn

jeweils paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung jeweils Ω
ergibt. Dann gilt

m∑
i=1

αiµ(Ai ) =
n∑

j=1

βjµ(Bj).







Definition des µ-Integrals von Stufenfunktionen

Sei (Ω,A , µ) ein Maßraum.

Definition (6.5)

Das µ-Integral einer Funktion f ∈ E (Ω,A ) der Form
f =

∑m
i=1 ui1Ai

mit u1, ..., um ∈ R+ und paarweise disjunkten
A1, ...,Am ∈ A mit Ω = A1 ∪ ... ∪ Am ist definiert durch∫

f dµ =
n∑

i=1

uiµ(Ai ),

wobei wir uiµ(Ai ) im Fall ui = 0, µ(Ai ) = +∞ gleich Null setzen.



Rechenregeln für das µ-Integral

Proposition (6.6)

Für A ∈ A , f , g ∈ E (Ω,A ) und α ∈ R+ gelten folgende
Rechenregeln.

(i)
∫

1A dµ = µ(A)

(ii)
∫

(αf ) dµ = α
∫
f dµ

(iii)
∫

(f + g) dµ =
∫
f dµ+

∫
g dµ

(iv) f ≤ g ⇒
∫
f dµ ≤

∫
g dµ









Ein neues Messbarkeitskriterium

Weiterhin sei (Ω,A , µ) ein festgewählter Maßraum.

Satz (6.7)

Eine Funktion f : Ω→ R̄+ ist genau dann A -messbar, wenn eine
monoton wachsende Folge (fn)n∈N in E (Ω,A ) mit f = sup fn
existiert.











µ-Integrale von monoton wachsenden Folgen

Satz (6.8)

Sei (fn)n∈N eine monoton wachsende Folge in E (Ω,A ) und
f ∈ E (Ω,A ) eine Funktion mit f ≤ sup fn. Dann folgt∫

f dµ ≤ sup

∫
fn dµ.

Folgerung (6.9)

Sind (fn)n∈N und (gn)n∈N zwei monoton wachsende Folgen in
E (Ω,A ) mit lim fn = lim gn, dann folgt sup

∫
fn dµ = sup

∫
gn dµ.





Das µ-Integral einer nichtnegativen messbaren Funktion

Definition (6.10)

Sei f : Ω→ R̄+ eine A -messbare Funktion und (fn)n∈N eine
monoton wachsende Folge in E (Ω,A ) mit sup fn = f . Dann ist
das µ-Integral von f definiert durch∫

f dµ = sup

∫
fn dµ.



Rechenregeln für Integrale nicht-neg. messb. Funktionen

Satz (6.11)

Für alle A -messbaren Funktionen f , g und alle α ∈ R+ gilt

(i)
∫

(αf ) dµ = α
∫
f dµ

(ii)
∫

(f + g) dµ =
∫
f dµ+

∫
g dµ

(iii) Ist f ≤ g , dann folgt
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.








