
Definition der vollständigen Maßräume

Definition (4.7)

Sei A eine σ-Algebra und µ : A → R̄+ ein Maß. Wir nennen A
vollständig bezüglich µ, wenn jede Teilmenge A einer Menge
B ∈ A mit µ(B) = 0 ebenfalls in A enthalten ist. Wir bezeichnen
µ in diesem Fall als vollständiges Maß und das Tripel (Ω,A , µ) als
vollständigen Maßraum.



Vollständigkeit der Carathéodory-Fortsetzung

Satz (4.8)

Sei µ∗ : P(Ω)→ R̄+ ein äußeres Maß und µ̃ : Aµ∗ → R̄+ das in
Satz 3.14 konstruierte zugehörige Maß. Dann ist (Ω,Aµ∗ , µ̃) ein
vollständiger Maßraum.



Ein Messbarkeitskriterium

Satz (4.9)

Sei (Ω,A , µ) ein vollständiger Maßraum und µ∗ : P(Ω)→ R̄+ das
dem Inhalt nach Satz 3.11 zugeordnete äußere Maß. Ist A ⊆ Ω eine
Teilmenge und (An)n∈N eine Folge in A mit µ(An) < +∞ für alle
n ∈ N und

lim
n→∞

µ∗(A ∆ An) = 0 ,

dann gilt A ∈ A und limn→∞ µ(An) = µ(A).



Jordan-Messbarkeit und Lebesgue-Messbarkeit

Folgerung (4.10)

Jede Jordan-messbare Teilmenge E ⊆ Rd ist in Ad enthalten, und
es gilt jeweils µd(E ) = cd(E ), d.h. der Jordan-Inhalt stimmt mit
dem Lebesgue-Maß von A überein.



Konstruktion der Vervollständigung (Vorbereitung)

Proposition (4.11)

Sei (Ω,A , µ) ein Maßraum. Dann ist

Ā = {A ∪ N | A ∈ A ,N ∈ P(Ω), ∃M ∈ A : µ(M) = 0 ∧ N ⊆ M}

eine σ-Algebra mit Ā ⊇ A .

Proposition (4.12)

Es gibt auf Ā eine Funktion µ̄ : Ā → R̄+ mit der folgenden
Eigenschaft: Ist B ∈ Ā , und sind A,M ∈ A Mengen mit
µ(M) = 0 und N ⊆ M mit B = A ∪ N, dann gilt µ̄(B) = µ(A).







Eindeutigkeit der Vervollständigung

Proposition (4.13)

Durch die Funktion µ̄ ist ein vollständiges Maß auf Ā definiert.

Man bezeichnet (Ω, Ā , µ̄) als Vervollständigung von (Ω,A , µ).

Satz (4.14)

Sei (Ω,A , µ) ein Maßraum und (Ω,B, ν) eine beliebige
vollständige Erweiterung. Dann ist (Ω,B, ν) auch eine Erweiterung
von (Ω, Ā , µ̄).









Die Carathéodory-Fortsetzung als Vervollständigung

Ein σ-additiver Inhalt auf einem Mengenring wird auch als Prämaß
bezeichnet.

Satz (4.15)

Sei R ein Ring, µ : R → R̄+ ein σ-endliches Prämaß und
(Ω,Aµ∗ , µ̃) der in Satz 3.14 konstruierte Maßraum. Dann ist dieser
Maßraum eine Vervollständigung von (Ω, σ(R), µ̃|σ(R)), wobei
σ(R) die von R erzeugte σ-Algebra bezeichnet.





Korrektur Ende vorletzte Zeile: C ∈ σ(R), C ⊇ B \ A





Das Lebesgue-Maß als Vervollständigung

Folgerung (4.16)

Für jedes d ∈ N ist der Lebesguesche Maßraum (Rd ,Ad , µd) die
Vervollständigung von (Rd ,Bd , µd |Bd

). Ist A ⊆ Rd und gibt es
eine Folge (An)n∈N in Lebesgue-messbarer Mengen in Rd , so dass

lim
n→∞

µ∗d(A ∆ An) = 0 und µd(An) < +∞ für alle n ∈ N,

dann ist auch A Lebesgue-messbar, und man erhält das
Lebesgue-Maß von A durch µd(A) = lim

n→∞
µd(An).



Regularität des Lebesgue-Maßes

Lemma (4.17)

Ist A ∈ Ad und (Am)m∈N eine Folge in Ad mit Am ⊆ Am+1 für
alle m ∈ N und A =

⋃∞
m=1 Am, dann folgt limm µd(Am) = µd(A).

Satz (4.18)

Sei d ∈ N. Für alle Lebesgue-messbaren Teilmengen A ⊆ Rd gilt

(i) µd(A) = inf {µd(U) | U ⊆ Rd offen, U ⊇ A}
(ii) µd(A) = sup {µd(K ) | K ⊆ Rd kompakt, K ⊆ A}







§ 5. Messbare Funktionen

Definition

Ein Messraum ein Paar (Ω,A ) bestehend aus einer nichtleeren
Menge Ω und einer σ-Algebra A in Ω.

Erinnerung:
Ist (Ω,A ) ein Messraum und µ : A → R̄+ eine σ-additive
Funktion, dann wird das Tripel (Ω,A , µ) als Maßraum bezeichnet.

Sei R̄ = R ∪ {±∞}. Die Borelsche σ-Algebra wird erweitert zu
einer σ-Algebra in R̄ durch B̄1 = {Ā ⊆ R̄ | Ā ∩R ∈ B1}.



Definition messbarer Abbildungen

Definition (5.1)

Seien (Ω,A ) und (Ω′,A ′) Messräume.

Eine Abbildung f : Ω→ Ω′ wird messbar bezüglich A und A ′

genannt, wenn f −1(A′) ∈ A für alle A′ ∈ A ′ erfüllt ist.

Ist speziell (Ω′,A ′) = (R̄, B̄1), dann sprechen wir von einer
A -messbaren Funktion.

Ist darüber hinaus Ω ⊆ Rd und A = {A ∩Ω | A ∈ Bd}, dann
nennen wir die bezüglich A messbaren Funktionen auch
Borel-messbar.

Jede konstante Abbildung f : Ω→ Ω′ zwischen Messräumen
(Ω,A ) und (Ω′,A ′) ist messbar.



Komposition messbarer Abbildungen

Proposition (5.2)

Die Komposition messbarer Abbildungen ist messbar. Genauer:
Sind (Ω,A ), (Ω′,A ′) und (Ω′′,A ′′) drei Messräume, ist
f : Ω→ Ω′ messbar bezüglich A ,A ′ und g : Ω′ → Ω′′ messbar
bezüglich A ′,A ′′, dann ist g ◦ f : Ω→ Ω′′ messbar bezüglich A
und A ′′.




