Definition der vollstandigen MaBraume

Definition (4.7)

Sei o7 eine o-Algebra und p: &7 — R, ein MaB. Wir nennen .o/
vollstandig beziiglich p, wenn jede Teilmenge A einer Menge

B € o/ mit p(B) = 0 ebenfalls in o7 enthalten ist. Wir bezeichnen
w in diesem Fall als vollstindiges MaB und das Tripel (2, .27, u) als
vollstandigen MaBraum.

v




Vollstandigkeit der Carathéodory-Fortsetzung

Satz (4.8)

Sei p* : P(Q) — R4 ein duBeres MaB und fi : o7,» — Ry das in
Satz 3.14 konstruierte zugehdrige MaB. Dann ist (€, .27+, fi) ein
vollstandiger MaBraum.




Ein Messbarkeitskriterium

Satz (4.9)

Sei (2,97, i) ein vollstindiger MaBraum und p* : B(Q) — R das
dem Inhalt nach Satz 3.11 zugeordnete duBere MaB. Ist A C Q2 eine
Teilmenge und (Ap)nen eine Folge in &7 mit p(A,) < +oo fiir alle
n € N und

lim f*(AAA) = 0

n—o0

dann gilt A € & und limp_o0 p(An) = p(A).




Jordan-Messbarkeit und Lebesgue-Messbarkeit

Folgerung (4.10)

Jede Jordan-messbare Teilmenge E C R ist in /g enthalten, und
es gilt jeweils pg(E) = c4(E), d.h. der Jordan-Inhalt stimmt mit
dem Lebesgue-MaB von A {iberein.




Konstruktion der Vervollstandigung (Vorbereitung)

Proposition (4.11)
Sei (Q, .47, (1) ein MaBraum. Dann ist

o ={AUN|Ac .o ,NecRQ),IMc o u(M)=0ANC M}

eine o-Algebra mit g D .

Proposition (4.12)

Es gibt auf &7 eine Funktion /i : o/ — R mit der folgenden
Eigenschaft: Ist B € o7, und sind A, M € o/ Mengen mit
w(M)=0und N C M mit B=AUN, dann gilt i(B) = p(A).
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Eindeutigkeit der Vervollstandigung

Proposition (4.13)

Durch die Funktion fi ist ein vollstindiges MaB auf .7 definiert.

Man bezeichnet (Q, <7, i) als Vervollstindigung von (Q, .27, ).

Sei (Q, <7, 1) ein MaBraum und (£, 4, v) eine beliebige
vollstandige Erweiterung. Dann ist (Q, %, v) auch eine Erweiterung
von (2, &, fi).




Bewes  Lom P‘TUPOSL/\’ZW Lf’@

-2 (wmh el %Qwoﬁmw?ﬁ—« (g w (P"EPL('\?) <
R e W%HAJMW (IS /
Mrb‘;n:(:& s © | 2

@) o- MR 1 @ (3 \/o*@ﬁs#;a\okzbkeeji/

B N N 4 |
= 6> gl =00, whae DA 4
! Mle A wh m®)=0 wd

il DX & & pAk Fl@) = M) = 0
ll 22D Ser (Bwe 2% TRy o A Lem
Sldumd aws PW&;{ AAJ&‘/\@\\—%L m”ﬁ?m




wadh - LN e e &U}(LS MeN?g(A— s

we W
om Pwe' B e\»\aTanw%z Ngs O wd e,
M €\ VA /AKF\,\\ Q Hw\ N 50 dass dﬂ\mé
= Ao N Neh Bdown & ?&N(Bn\-
w\\\i’M\N Gy A= 2\ I\»\,M UH

N \)N\\,\ A-I M?M”A M€\A~
cn (Zedoun R = /\\J\\.( Nig ] wed
/«(M\—Q_/u(‘“\m\)’ 2_ 0 —-0 \JC«Q

oo V(3 w\a\ dee VDf»w\c M&Q)Nm 4
Soyoe &\ Nash D e M‘

j* (R = 4 (M) —f (M}=§/x<m\




12 ®) S Be b wk g ®=0 ud Fc B
\ ?/%c% : F € “Aﬂ g’)‘l\\\b\(\*‘k m@ll)hﬁm E_’- /’\ (@] (\[’
e N N \,A(\ VA= N wz g\%em\ ==> /(7 (E) =

: /I\<b€> M‘C)\‘\ DJY W /U'\ ==
‘ 0= /J\U\g M\) = /‘A(R\) o5 JES (M > =/u\(h>"‘ 0

\
\

\ =7 IK(EB =G /l/\U\U ) < O
\Fg&: (3‘\’\\'\ gz/alu"{(w\ Fhr%\)@?

S 7\,G¥ Q)\E \A< : =< Ru‘\"\ \MJ\\\ Piuﬁﬁ \,é»
LA pphony=Q. B B Fedks .




Die Carathéodory-Fortsetzung als Vervollstandigung

Ein o-additiver Inhalt auf einem Mengenring wird auch als PramaB
bezeichnet.

Sei # ein Ring, u: # — R, ein o-endliches PramaB und

(Q, Ay=, fi) der in Satz 3.14 konstruierte MaBraum. Dann ist dieser
MaBraum eine Vervollstindigung von (Q,0(Z%), fi|s(#)), wobei
o(Z#) die von Z erzeugte o-Algebra bezeichnet.
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Das Lebesgue-MaB als Vervollstandigung

Folgerung (4.16)

Fiir jedes d € IN ist der Lebesguesche MaBraum (RY, o7y, j1q) die
Vervollstandigung von (R9, %y, 1d|s,)- Ist A C R? und gibt es
eine Folge (A,)nen in Lebesgue-messbarer Mengen in RY, so dass

lim pg(AA Ay) =0 und pg(An) < +oo  fiir alle n € IN,

n—oo

dann ist auch A Lebesgue-messbar, und man erhilt das
Lebesgue-MaB von A durch pg(A) = ILm ta(An).
n—o0




Regularitat des Lebesgue-MaBes

Ist A€ g und (Am)men eine Folge in o7y mit A, C Apya fiir
alle me IN und A= J,>_; Am, dann folgt limpy, pg(Am) = 1q(A).

Satz (4.18)

Sei d € IN. Fiir alle Lebesgue-messbaren Teilmengen A C R? gilt
(i) pa(A) = inf{pa(U) | U S R offen, U 2 A}
(i) pa(A) = sup { pa(K) | K C RY , K C A}
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§ 5. Messbare Funktionen

Definition

Ein Messraum ein Paar (9, /) bestehend aus einer nichtleeren
Menge € und einer o-Algebra <7 in Q.

Ist (Q,.27) ein Messraum und j : &/ — R, eine
, dann wird das Tripel (Q, o7, u) als bezeichnet.

Sei R = RU {#+o0}. Die Borelsche o-Algebra wird erweitert zu
einer o-Algebra in R durch ' = {ACR|ANR ¢ #'}.



Definition messbarer Abbildungen

Definition (5.1)
Seien (2, «7) und (', &/’) Messraume.
@ Eine Abbildung f : Q — Q" wird messbar beziiglich &/ und </’
genannt, wenn f~1(A") € o fiir alle A’ € &’ efiillt ist.
o Ist speziell (,.27") = (R, %"), dann sprechen wir von einer
«/-messbaren Funktion.

o Ist dariiber hinaus Q C R und &/ = {ANQ | A € B9}, dann
nennen wir die beziiglich .« messbaren Funktionen auch
Borel-messbar.

Jede konstante Abbildung f : Q — Q' zwischen Messrdumen
(Q,2) und (', /") ist messbar.



Komposition messbarer Abbildungen

Proposition (5.2)

Die Komposition messbarer Abbildungen ist messbar. Genauer:
Sind (Q,.«7), (', /") und (Q", /") drei Messraume, ist

f:Q — Q' messbar beziiglich 7, &' und g : Q" — Q" messbar
beziiglich .&7’, «/”, dann ist g o f : Q — Q" messbar beziiglich &/
und "
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