Definition der Dynkin-Systeme

Definition (4.1)
Eine Teilmenge 2 C B(Q2) heiBt Dynkin-System in Q, wenn
folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Esgilt & € 2.

(ii) Fiir jedes D € Z liegt auch Q\ D in 2.

(iii) Ist (Dn)new eine Folge paarweise disjunkter Mengen in 2,

dann ist auch die Vereinigungsmenge | Jo~; D), in
enthalten. |




Durchschnittsstabile Mengensysteme

Wir bezeichnen ein Mengensystem & C 3(£2) als N-stabil, wenn
fir alle A, B € & auch AN B in & liegt.

Ein Dynkin-System ist genau dann eine o-Algebra, wenn es
M-stabil ist.

Fiir jedes N-stabile Mengensystem & C B(Q) gilt §(&) = o(&).




Der Eindeutigkeitssatz (Vorbereitung)

Proposition (4.4)

Sei &/ eine o-Algebra in Q, & ein N-stabiles Erzeugendensystem
von &7, und sei (E,)nen eine Folge in & mit |2, E, = Q. Sind
11, 2 MaBe auf &7 mit pu1(E) = pa(E) fiir alle E € &, und
nehmen beide auf den Elementen der Folge (E,)new nur endliche
Werte an, dann folgt 1 = puo.
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o-endliche Inhalte

Definition (4.5)
Sei % ein Ring in Q. Einen Inhalt p: %Z — R, bezeichnet man als

o-endlich, wenn eine monoton wachsende Folge (A,)nen in Z mit
Q= Uy2q An und p(An) < +oo fiir alle n € IN existiert.




Der Eindeutigkeitssatz

Sei Z ein Mengenring. Dann kann jeder o-additive und o-endliche
Inhalt ¢ : # — Ry auf einem Ring # auf Weise zu
einem MaB auf o(Z%) fortgesetzt werden.
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Definition der vollstandigen MaBraume

Definition (4.7)

Sei o7 eine o-Algebra und p: &7 — R, ein MaB. Wir nennen .o/
vollstandig beziiglich p, wenn jede Teilmenge A einer Menge

B € o/ mit p(B) = 0 ebenfalls in o7 enthalten ist. Wir bezeichnen
w in diesem Fall als vollstindiges MaB und das Tripel (2, .27, u) als
vollstandigen MaBraum.

v




Vollstandigkeit der Carathéodory-Fortsetzung

Satz (4.8)

Sei p* : P(Q) — R4 ein duBeres MaB und fi : o7,» — Ry das in
Satz 3.14 konstruierte zugehdrige MaB. Dann ist (€, .27+, fi) ein
vollstandiger MaBraum.
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Ein Messbarkeitskriterium

Satz (4.9)

Sei (2,97, i) ein vollstindiger MaBraum und p* : B(Q) — R das
dem Inhalt nach Satz 3.11 zugeordnete duBere MaB. Ist A C Q2 eine
Teilmenge und (Ap)nen eine Folge in &7 mit p(A,) < +oo fiir alle
n € N und

lim f*(AAA) = 0

n—o0

dann gilt A € & und limp_o0 p(An) = p(A).
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Jordan-Messbarkeit und Lebesgue-Messbarkeit

Folgerung (4.10)

Jede Jordan-messbare Teilmenge E C R ist in /g enthalten, und
es gilt jeweils ug(E) = c4(E), d.h. der Jordan-Inhalt stimmt mit
dem Lebesgue-MaB von A {iberein.




Konstruktion der Vervollstandigung (Vorbereitung)

Proposition (4.11)
Sei (2,47, 1) ein MaBraum. Dann ist

o ={AUN |Ac o/, NcPB(Q), IMc o : y(M) =0AN C M}

eine o-Algebra mit & D 7.
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