Definition der o-Additivitat von Inhalten

Definition (3.1)

Ein Inhalt ¢ auf einem Mengenring Z wird als o-additiv oder auch
abzihlbar additiv bezeichnet, wenn fiir jede Folge (Am)men
paarweise disjunkter A, € Z mit A= J-_; Am € Z jeweils

c(A) =>_1 c(Am) erfiillt ist.

Der Jordan-Inhalt ¢, : Z, — R auf dem Mengenring %, der
Figuren ist ein g-additiver Inhalt.




Definition der o-Algebren

Definition (3.5)

Sei Q eine Menge. Ein o-Ring in Q ist ein Ring #, der nicht nur
unter endlichen, sondern auch unter Vereinigungen
abgeschlossen ist. Ist also (An)men eine Folge in %, dann muss
auch |J_; Am in Z liegen. Man nennt % eine o-Algebra, wenn Z
zugleich o-Ring und Algebra ist.




Aquivalente Charakterisierung der o-Algebren

Proposition (3.6)
Ein Mengensystem .o in 2 ist genau dann eine o-Algebra, wenn
@ € o gilt, fir jedes A € o/ auch das Komplement Q \ A in o/
liegt, und wenn fiir jede Folge (Am)men in &7 auch |Jo_; Am in
&/ enthalten ist.

Jede o-Algebra o7 ist auch abgeschlossen unter abzadhlbaren
Durchschnitten.



Definition der Borelschen o-Algebra %,

Ebenso wie Mengenringe kénnen auch o-Algebren durch Angabe
eines Erzeugendensystems defininiert werden.

Definition (3.7)

Die eindeutig bestimmte o-Algebra %, die von den Quadern im
R" erzeugt wird, nennt man die Borelsche o-Algebra. lhre
Elemente bezeichnet man als Borelmengen.




Erzeugendensysteme von 4,

Satz (3.8)

Die Borelsche o-Algebra wird auBer von den Quadern noch von
folgenden Mengensystemen erzeugt.

(i) dem Ring der Figuren im R"
(ii

) dem System aller offenen Teilmengen von R"
(iii) dem System aller abgeschlossenen Teilmengen von R”
)

(iv) dem System aller kompakten Teilmengen von R”
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Definition der MaBraume

Eiir den weiteren Verlauf definieren wir die Bgzeichnung
R =RU{—00,+0c0}. AuBerdem setzen wir Ry = R4 U {4o0}.

Definition (3.9)

Sei 7 eine o-Algebra. Eine Funktion i : .7 — R, die den
Bedingungen p(@) = 0 und

w(UAn) = 3 wlAn)
m=1

m=1

fiir jede Folge (Am)men paarweise disjunkter Mengen in </
genligt, wird als MaB auf 7 bezeichnet. Ein Tripel (Q2, <7, 1)
bestehend aus einer Menge €, einer o-Algebra o7 in Q und einem
MaB p auf 7 wird MaBraum genannt.
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Definition der auBeren MaBe

Definition (3.10)

Eine Abbildung u* : B(Q) — Ry wird ein duBeres MaB auf Q
genannt, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) p(2) =0
(ii) Fur alle A, B C Q folgt aus A C B jeweils u*(A) < p*(B).
(iii) Fir jede Folge (Am)men in P(Q) gilt die Abschitzung

" (U An) < S
n=1 n=1

Eigenschaft (ii) bezeichnet man als Monotonie, Eigenschaft (iii) als
o-Subadditivitat.




Das auBere MaB zu einem Inhalt

Satz (3.11)

Sei % C P(Q) ein Mengenring und ¢ : Z — R, ein Inhalt. Fiir
jedes A C Q definieren wir

p(A) = inf {Zc(An) \ (An)nen Folge in 2, A C | J An}

n=1 n=1

wobei inf(&) = +oo gesetzt wird. Dann ist durch p¥ ein duBeres
MaB auf Q definiert.

Beziehung zum duBeren MaB c* aus §2:

Fiir beliebige Teilmengen A C Q gilt im Allgemeinen
c*(A) > ui(A), aber
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Definition des duBeren Lebesgue-MaBes

Definition (3.12)

Das zum Jordan-Inhalt ¢, auf dem Ring %, der Figuren im R"
gehorende auBere MaB u7 wird duBeres Lebesgue-MaB genannt.
Wir bezeichnen es mit p.




Erinnerung: AuBere Charakterisierung c-messbarer Mengen

Proposition (2.22)
Sei Z ein Ring und ¢ : #Z — Ry ein Inhalt. Sei A € () eine
beliebig vorgegebene Menge.

(i) Ist F € Z mit F D A, dann gilt ¢,(A) = c(F) — c*(F \ A).

(ii) Genau dann ist A c-messbar, wenn
c(F) > c*(A)+ c*(F \ A) gilt.




Definition der p*-messbaren Mengen

Definition (3.13)

Sei p* : P(Q) — Ry ein duBeres MaB. Wir bezeichnen eine Menge
A C Q als p*-messbar, wenn fiir alle F C Q die Ungleichung

p*(F) > p"(FNA)+u*(F\A) erfillt ist.




Die o-Algebra der p*-messbaren Mengen

Sei p* : P(Q) — R ein duBeres MaB und o7, die Gesamtheit der
p*-messbaren Mengen. Dann ist «7,« eine , und durch
= u*](%* ist ein auf @7, definiert.




Korrektur: Beweis von Satz 3.14
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