
Definition der σ-Additivität von Inhalten

Definition (3.1)

Ein Inhalt c auf einem Mengenring R wird als σ-additiv oder auch
abzählbar additiv bezeichnet, wenn für jede Folge (Am)m∈N
paarweise disjunkter Am ∈ R mit A =

⋃∞
m=1 Am ∈ R jeweils

c(A) =
∑∞

m=1 c(Am) erfüllt ist.

Satz (3.4)

Der Jordan-Inhalt cn : Rn → R+ auf dem Mengenring Rn der
Figuren ist ein σ-additiver Inhalt.



Definition der σ-Algebren

Definition (3.5)

Sei Ω eine Menge. Ein σ-Ring in Ω ist ein Ring R, der nicht nur
unter endlichen, sondern auch unter abzählbaren Vereinigungen
abgeschlossen ist. Ist also (Am)m∈N eine Folge in R, dann muss
auch

⋃∞
m=1 Am in R liegen. Man nennt R eine σ-Algebra, wenn R

zugleich σ-Ring und Algebra ist.



Äquivalente Charakterisierung der σ-Algebren

Proposition (3.6)

Ein Mengensystem A in Ω ist genau dann eine σ-Algebra, wenn
∅ ∈ A gilt, für jedes A ∈ A auch das Komplement Ω \ A in A
liegt, und wenn für jede Folge (Am)m∈N in A auch

⋃∞
m=1 Am in

A enthalten ist.

Jede σ-Algebra A ist auch abgeschlossen unter abzählbaren
Durchschnitten.



Definition der Borelschen σ-Algebra Bn

Ebenso wie Mengenringe können auch σ-Algebren durch Angabe
eines Erzeugendensystems defininiert werden.

Definition (3.7)

Die eindeutig bestimmte σ-Algebra Bn, die von den Quadern im
Rn erzeugt wird, nennt man die Borelsche σ-Algebra. Ihre
Elemente bezeichnet man als Borelmengen.



Erzeugendensysteme von Bn

Satz (3.8)

Die Borelsche σ-Algebra wird außer von den Quadern noch von
folgenden Mengensystemen erzeugt.

(i) dem Ring der Figuren im Rn

(ii) dem System aller offenen Teilmengen von Rn

(iii) dem System aller abgeschlossenen Teilmengen von Rn

(iv) dem System aller kompakten Teilmengen von Rn











Definition der Maßräume

Für den weiteren Verlauf definieren wir die Bezeichnung
R̄ = R ∪ {−∞,+∞}. Außerdem setzen wir R̄+ = R+ ∪ {+∞}.

Definition (3.9)

Sei A eine σ-Algebra. Eine Funktion µ : A → R̄+, die den
Bedingungen µ(∅) = 0 und

µ(
∞⋃

m=1

Am) =
∞∑

m=1

µ(Am)

für jede Folge (Am)m∈N paarweise disjunkter Mengen in A
genügt, wird als Maß auf A bezeichnet. Ein Tripel (Ω,A , µ)
bestehend aus einer Menge Ω, einer σ-Algebra A in Ω und einem
Maß µ auf A wird Maßraum genannt.







Definition der äußeren Maße

Definition (3.10)

Eine Abbildung µ∗ : P(Ω)→ R̄+ wird ein äußeres Maß auf Ω
genannt, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind.

(i) µ∗(∅) = 0

(ii) Für alle A,B ⊆ Ω folgt aus A ⊆ B jeweils µ∗(A) ≤ µ∗(B).

(iii) Für jede Folge (Am)m∈N in P(Ω) gilt die Abschätzung

µ∗

( ∞⋃
n=1

An

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(An).

Eigenschaft (ii) bezeichnet man als Monotonie, Eigenschaft (iii) als
σ-Subadditivität.



Das äußere Maß zu einem Inhalt

Satz (3.11)

Sei R ⊆ P(Ω) ein Mengenring und c : R → R̄+ ein Inhalt. Für
jedes A ⊆ Ω definieren wir

µ∗c(A) = inf

{ ∞∑
n=1

c(An)

∣∣∣∣ (An)n∈N Folge in R,A ⊆
∞⋃
n=1

An

}
,

wobei inf(∅) = +∞ gesetzt wird. Dann ist durch µ∗c ein äußeres
Maß auf Ω definiert.

Beziehung zum äußeren Maß c∗ aus § 2:

Für beliebige Teilmengen A ⊆ Ω gilt im Allgemeinen
c∗(A) ≥ µ∗c(A), aber nicht Gleichheit.











Definition des äußeren Lebesgue-Maßes

Definition (3.12)

Das zum Jordan-Inhalt cn auf dem Ring Rn der Figuren im Rn

gehörende äußere Maß µ∗cn wird äußeres Lebesgue-Maß genannt.
Wir bezeichnen es mit µ∗n.



Erinnerung: Äußere Charakterisierung c-messbarer Mengen

Proposition (2.22)

Sei R ein Ring und c : R → R+ ein Inhalt. Sei A ∈ P(Ω) eine
beliebig vorgegebene Menge.

(i) Ist F ∈ R mit F ⊇ A, dann gilt c∗(A) = c(F )− c∗(F \ A).

(ii) Genau dann ist A c-messbar, wenn
c(F ) ≥ c∗(A) + c∗(F \ A) gilt.



Definition der µ∗-messbaren Mengen

Definition (3.13)

Sei µ∗ : P(Ω)→ R̄+ ein äußeres Maß. Wir bezeichnen eine Menge
A ⊆ Ω als µ∗-messbar, wenn für alle F ⊆ Ω die Ungleichung

µ∗(F ) ≥ µ∗(F ∩ A) + µ∗(F \ A) erfüllt ist.



Die σ-Algebra der µ∗-messbaren Mengen

Satz (3.14)

Sei µ∗ : P(Ω)→ R̄+ ein äußeres Maß und Aµ∗ die Gesamtheit der
µ∗-messbaren Mengen. Dann ist Aµ∗ eine σ-Algebra, und durch
µ̃ = µ∗|Aµ∗ ist ein Maß auf Aµ∗ definiert.



Korrektur: Beweis von Satz 3.14








