
Definition eines Inhalts auf dem Halbring der Quader

Lemma (2.8)

Sei n ∈ N und A ∈Hn+1. Dann ist der Träger der Funktion auf R
gegeben durch x 7→ cn(Ax) in einem abgeschlossenen Intervall
enthalten, die Funktion ist dort Riemann-integrierbar, und es gilt∫

R

cn(Ax) dx = cn+1(A).

Satz (2.9)

Durch die Volumenfunktion cn : Hn → R+ ist ein Inhalt auf dem
Mengenhalbring Hn gegeben.



Fortsetzungen von Inhalten auf Mengenringe

Satz (2.10)

Sei H ein Halbring in Ω und R der von H erzeugte Ring. Dann
gibt es für jeden Inhalt c : H → R+ einen eindeutig bestimmten
Inhalt c̃ auf R mit c̃ |H = c (also eine Fortsetzung von c auf R).

Aus Satz 2.10 folgt unmittelbar die Existenz eines Inhalts
cn : Rn → R+ auf dem Ring Rn der Figuren im Rn.













Definition von innerem und äußerem Maß

Definition (2.11)

Sei R ein Ring in Ω, c : R → R+ ein Inhalt und A ⊆ Ω eine
beliebige Teilmenge. Dann sind das innere Maß c∗(A) bzw. das
äußere Maß c∗(A) von A bezüglich c definiert durch

c∗(A) = sup{c(B) | B ∈ R,B ⊆ A}

und
c∗(A) = inf{c(B) | B ∈ R,B ⊇ A}.

Sowohl beim inneren als auch beim äußeren Maß ist auch der Wert
+∞ möglich. Es gilt c∗(A) = +∞ genau dann, wenn kein B ∈ R
mit B ⊇ A existiert.



Die korrekten Bezeichnungen lauten inneres Maß und äußeres Maß,
nicht Inhalt!



Eigenschaften von innerem und äußerem Maß

Lemma (2.12)

Sei R ein Ring in Ω, c : R → R+ ein Inhalt, und seien A,B ⊆ Ω
beliebig.

(i) Aus A ⊆ B folgt c∗(A) ≤ c∗(B) und c∗(A) ≤ c∗(B).

(ii) Allgemein gilt c∗(A ∪ B) ≤ c∗(A) + c∗(B).

(iii) Sind A und B disjunkt, dann gilt c∗(A∪B) ≥ c∗(A) + c∗(B).



Beweis von Lemma 2.12











Eigenschaften von innerem und äußerem Maß (Forts.)

Lemma (2.13)

Für jede Teilmenge A ⊆ Ω gilt c∗(A) ≤ c∗(A).

Lemma (2.14)

Sei R ein Ring in Ω und c : R → R+ ein Inhalt. Dann gilt
c∗(A) = c∗(A) = c(A) für alle A ∈ R.







Definition der c-messbaren Mengen

Definition (2.15)

Sind die Werte c∗(A) und c∗(A) beide endlich und gilt
c∗(A) = c∗(A), dann bezeichnen wir A als c-messbar und
definieren c(A) = c∗(A). Die cn-messbaren Teilmengen E ⊆ Rn

werden auch als Jordan-messbar bezeichnet, und man nennt cn(E )
den Jordan-Inhalt der Teilmenge E .




