
Definition der Mengenhalbringe

Sei Ω eine beliebige Menge.

Definition (2.1)

Eine Teilmenge H ⊆ P(Ω) wird Mengenhalbring in Ω genannt,
wenn ∅ ∈H gilt und folgende Bedingungen erfüllt sind.

(i) Sind A,B ∈H , dann liegt auch A ∩ B in H .

(ii) Für alle A,B ∈H gibt es ein r ∈ N0 und Mengen
C1, ...,Cr ∈H , so dass A \ B als disjunkte Vereinigung
A \ B = C1 ∪ ... ∪ Cr dargestellt werden kann.

Gilt zusätzlich Ω ∈H , dann nennt man H eine Halbalgebra.

Sowohl die Intervalle als auch die endlichen Intervalle bilden einen
Mengenhalbring in R.



Kartesische Produkte in Mengenhalbringen

Satz (2.2)

Seien H , H ′ zwei Mengenhalbringe in Ω bzw. Ω′. Dann ist auch
das Mengensystem

{A× A′ | A ∈H ,A′ ∈H ′} ein Mengenhalbring.

Als Quader im Rn bezeichnen wir im Folgenden ein kartesisches
Produkt I1 × ...× In von endlichen Intervallen. Nach Satz 2.2
bilden die Quader einen Mengenhalbring im Rn.









Definition der Mengenringe

Definition (2.3)

Ein Mengenring ist eine Teilmenge R ⊆ P(Ω) mit den
Eigenschaften, dass ∅ ∈ R gilt und mit A,B ∈ R auch A ∪ B und
A \ B in R liegen. Gilt zusätzlich Ω ∈ R, dann spricht man von
einer Mengenalgebra.

Sind A,B Elemente eines Mengenrings R, dann sind auch die
symmetrische Differenz gegeben durch A ∆ B = (A \ B) ∪ (B \ A)
und der Durchschnitt A ∩ B = (A ∪ B) \ (A ∆ B) in R enthalten.



Erzeugendensysteme von Mengenringen

Definition (2.4)

Wir sagen, ein Mengenring R wird von einer beliebigen Teilmenge
E ⊆ P(Ω) erzeugt, wenn R ⊇ E gilt und für jeden Ring S in Ω
mit S ⊇ E auch S ⊇ R erfüllt ist.

Der Mengenring ist durch das Mengensystem E eindeutig
bestimmt.



Erzeugung von Mengenringen durch Mengenhalbringe

Satz (2.5)

Sei H ⊆ P(Ω) ein Halbring. Dann gilt

(i) Die Elemente von R(H ) sind die endlichen Vereinigungen
von Mengen aus H .

(ii) Die Elemente von R(H ) sind die endlichen disjunkten
Vereinigungen von Mengen aus H .









Definition der Figuren im Rn

Definition (2.6)

Eine Figur im Rn ist eine endliche Vereinigung von Quadern, also
eine Teilmenge F ⊆ Rn der Form F = Q1 ∪ ... ∪ Qr , mit r ∈ N0

und Quadern Q1, ...,Qr im Rn.
(Im Fall r = 0 ist F = ∅.)

Aus Satz 2.5 folgt unmittelbar, dass die Figuren im Rn einen Ring
bilden.





Inhalte auf Mengenhalbringen

Definition (2.7)

Ein Inhalt auf einem Halbring H ist eine Abbildung c : H → R+

mit c(∅) = 0 und

c (A1 ∪ ... ∪ Ar ) =
r∑

i=1

c(Ai )

für r ∈ N0 und paarweise disjunkte Mengen A1, ...,Ar ∈H mit der
Eigenschaft, das auch die Vereinigung A1 ∪ ...∪Ar in H enthalten
ist. Man bezeichnet diese Eigenschaft als endliche Additivität.

Der Begriff des Inhalts ist auf Mengenringen genauso definiert wie
auf Mengenhalbringen.









Definition eines Inhalts auf dem Halbring der Quader

Lemma (2.8)

Sei n ∈ N und A ∈Hn+1. Dann ist der Träger der Funktion auf R
gegeben durch x 7→ cn(Ax) in einem abgeschlossenen Intervall
enthalten, die Funktion ist dort Riemann-integrierbar, und es gilt∫

R

cn(Ax) dx = cn+1(A).

Satz (2.9)

Durch die Volumenfunktion cn : Hn → R+ ist ein Inhalt auf dem
Mengenhalbring Hn gegeben.










