Definition der Untermannigfaltigkeiten des R”

Definition (9.1)

Seien d,n € IN mit d < n. Eine Teilmenge M C R" wird
d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"” genannt, wenn fiir
jeden Punkt p € M folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Es gibt eine offene Umgebung U und %*-Funktionen
P15 Pn—d : U = R, so dass

MAU={x€ U] pi(x) = ... = gn_g(x) = 0}

erfiillt ist.
(ii) Es gilt dim{dpi(p),....,dpn—q(p))r = n—d.




Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten durch Karten

Satz (9.2)

Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R". Dann
gibt es fiir jeden Punkt p eine offene Umgebung U im R" und
einen €1-Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine offene Teilmenge
V C R", so dass

pMNU) = {0}"9xRY)NV

erfiillt ist. Man nennt ¢ eine Karte der Untermannigfaltigkeit und
das Paar (U, ¢) eine Koordinatenumgebung des Punktes p.
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Notwendiges Kriterium fiir Extrema unter Nebenbed.

Satz (9.4)

Seien M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R",

U C R" offen, pe M N U und 1, ..., on_g Funktionen, so dass
die Bedingungen (i) und (ii) aus Def. 9.1 erfiillt sind. Es sei

f: U — R eine weitere €1-Funktion. Ist p ein lokales Extremum
von f|pmnu, dann gibt es reelle Zahlen Aq, ..., A\p—q € R, so dass
in Z(R", R) die Gleichung

n—d
df(p) = Z)\jdgoj(p) erfillt ist.
j=1

Man bezeichnet die Zahlen \; mit dieser Eigenschaft als
Lagrange-Multiplikatoren.




Beweis von Satz 9.4  (Skizze)

@ Wir betrachten nur den Fall, dass p ein lokales Maximum von
f ist. Nach eventueller Verkleinerung von U kdnnen wir
f(p) > f(x) fir alle x € M N U voraussetzen.

@ Durch Anwendung von Satz 9.2 erhalten wir (nach weiterer
Verkleinerung von U) einen €*-Diffeomorphismus ¢ : U — v
mit V C R” offen und ¢(M N U) = ({0}~ x R) N V.

Es sei ¢ : V — U die Umkehrfunktion. Durch g=Ffoq
erhalten wir eine reellwertige €*-Funktion auf V.

o Definiere t : RY — {0}"~9 durch «(v) = (v, 0) und setze

V =."1(V). Dann ist V C R? offen, und

g=goi=rfotou

ist eine reellwertige €*-Funktion auf V.



@ Sei g € V der eindeutig bestimmte Punkt mit (0, g) = p.
Weil p ein lokales Maximum von f ist, ist g ein lokales
Maximum von g. Nach Satz 8.10 ist g damit ein kritischer
Punkt von g. Mit der Kettenregel erhalten wir

df (p) o d(0, q) o v = dg(q) = 0.

e Daraus folgt, dass df(p) auf dem Untervektorraum des R"
gegeben durch W = (dv(0, q) o t)(IR9) gleich null ist. Wir
missen zeigen, dass der Untervektorraum von Z(R", R)
gegeben durch (dy1(p), ..., don—d(p))r mit

L = {¢lelw=0}

tbereinstimmt.



@ Mit dem Dimensionssatz zeigt man, dass dim L = n — d gilt.
Es geniigt deshalb zu iiberpriifen, dass die Elemente dy;(p)
fiir in L enthalten sind, denn diese spannen einen Untervek-
torraum derselben Dimension auf. Dies wiederum ist gleich-
bedeutend mit dyj(p)|lw =0, fir 1 <j < n-—d.

@ Aus der Gleichung ¢ ot =id; und der Kettenregel leitet man

ab. Wegen W = d)(0, q)({0} x RY) und der Tatsache, dass
die Matrix d¢(p) die Elemente dy;(p) als Zeilenvektoren ent-
halt, folgt daraus die gewiinschte Aussage. Denn die Werte
von dy;(p) auf den Basisvektoren von W erhilt man dadurch,
dass man die j-te Zeile von d¢(p) fiir 1 < i < d mit der

n — d + i-ten Spalte von di)(0, g) multipliziert, und wegen

Jj<n—d<n—-d+i

ist die Einheitsmatrix E, an der Stelle (j,n— d + i) gleich null.



Die Unlosbarkeit des MaBproblems

Gegeben sei ein System #" von Teilmengen des R". Folgende
Eigenschaften sollte eine ,, Volumenfunktion" p auf JZ°
sinnvollerweise besitzen.
(i) u(2)=0und p(R") = +oo (falls R" in JZ liegt)
(i) Normierungsbedingung
Die n-dimensionalen abgeschlossenen Quader der Form
[31, bl] X ... X [a,,,b,,] mit a;, b; € R und a; < b; sind in &
enthalten, und es gilt 4(Q) = []7_;(bj — a)).
(iii) Bewegungsinvarianz
Ist A€ % und ¢ : R"” — R" eine Bewegung, dann liegt
P(A) in 7, und es gilt u(y(A)) = u(A).
(iv) endliche Additivitat
Sind A, B € ¢ disjunkt (also AN B = &), dann gilt
AUB € 2 und p(AU B) = p(A) + n(B).



Abgeleitete Eigenschaften einer Volumenfunktion

Lemma (1.1)

Seien r € INg und A, B, Ay, ..., A, Elemente aus ¢, auf denen die
Funktion p endliche Werte annimmt.

(i) Unter der Voraussetzung A C B gilt u(A) < p(B).
(ii) Esist u(AU B) = pu(A) + u(B) — p(An B).
(iii) Sind die Mengen Ay, ..., A, € £ paarweise disjunkt, dann

gilt
r r r
U A e und 1 (U Ak> = Z,u(Ak).
k=1 k=1 k=1

(Dabei bedeutet r = 0, dass die Vereinigung | J,_; Ak leer
ist. Die Summe auf der rechten Seiten ist dann gleich Null.)




Abzahlbare Additivitat

Die Bedingung (iv) an eine Volumenfunktion wird h3ufig verscharft
zu

(iv)" Ist (Am)men eine abzahlbare Folge von paarweise disjunkten
Elementen aus 7, dann gilt

U Ane X und 7 < U Am> = Z w(Am)-

melN melN m=1

Man spricht in diesem Fall von abzihlbarer Additivitdt oder
o-Additivitat.



Formulierung der Unlosbarkeit des MaBproblems

Fiir keine natiirliche Zahl n existiert eine Abbildung

i B(R") — Ry U {400}

mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii) und (iv)".
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Das Banach-Tarski-Paradoxon

Zwei Mengen X, Y C R" werden als kongruent bezeichnet
(Notation X 22 Y'), wenn eine Bewegung ¢ : R" — R" mit
P(X) =Y existiert.

Satz (1.3)

Seien X und Y beschrinkte Teilmengen von R3 mit einem
nichtleeren Inneren. Dann gibt es eine natiirliche Zahl n € IN und
disjunkte Zerlegungen

X=X1U..UX, und Y=YUu..UY, |,

so dass X; = Y fiir 1 < j < n erfiillt ist.




Definition der Mengenhalbringe

Sei 2 eine beliebige Menge.

Definition (2.1)
Eine Teilmenge 7 C B(Q2) wird Mengenhalbring in Q genannt,
wenn @ € 7 gilt und folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Sind A, B € 2, dann liegt auch AN B in J7.

(ii) Fir alle A, B € 5 gibt es ein r € INg und Mengen
Ci,...,C, € A, so dass A\ B als disjunkte Vereinigung
A\ B = G U...U C, dargestellt werden kann.

Gilt zusatzlich Q € 5, dann nennt man 7 eine Halbalgebra.

Sowohl die Intervalle als auch die endlichen Intervalle bilden einen
Mengenhalbring in R.



