Lokale Extrema im Mehrdimensionalen

Definition (8.9)
Sei U C R" eine beliebige Teilmenge, a € U und f : U — R eine
reellwertige Funktion. Man sagt, f hat im Punkt a ein

(i) lokales Maximum, wenn eine Umgebung U" C R" von a
existiert, so dass f(a) > f(x) fir alle x € UN U’ gilt,

(i) isoliertes lokales Maximum, wenn U so gewahlt werden kann,
dass sogar f(a) > f(x) fiir alle x € (UN U’) \ {a} erfiillt ist.

Entsprechend definiert man lokale Minima und isolierte lokale
Minima. Wie in der Analysis einer Variablen verwenden wir den
Begriff Extremum als Oberbegriff fiir Minima und Maxima.




Notwendiges Kriterium fiir Extrema

Satz (8.10)

Sei U C R" offen, f : U — R differenzierbar und a € U ein lokales
Extremum von f. Dann gilt df(a) = 0.

Einen Punkt, in dem die erste Ableitung einer Funktion f
verschwindet, bezeichnet man als kritische Stelle von f.



hinreichende Kriterien fir Extrema

Satz (8.11)

Sei U C R" offen, f : U — R eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion und a € U eine kritische Stelle von f.

(i) Ist s2(f)(a) positiv definit, dann besitzt f in a ein isoliertes
lokales Minimum.

(ii) Ist #2(f)(a) negativ definit, dann besitzt f in a ein isoliertes
lokales Maximum.

(i) Ist #°(f)(a) indefinit, dann hat f in a kein lokales
Extremum.
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notwendige Kriterien fiir Extrema

Satz (8.12)

Sei U C R" offen, f : U — R zweimal stetig differenzierbar, a € U
ein kritischer Punkt von f und A = .77(f)(a).

(i) Besitzt f bei a ein lokales Minimum, dann ist A positiv
semidefinit.

(i) Besitzt f bei a ein lokales Maximum, dann ist A negativ
semidefinit.




Definition der Untermannigfaltigkeiten des R”

Definition (9.1)

Seien d,n € IN mit d < n. Eine Teilmenge M C R" wird
d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"” genannt, wenn fiir
jeden Punkt p € M folgende Bedingungen erfiillt sind.

(i) Es gibt eine offene Umgebung U und %*-Funktionen
P15 Pn—d : U = R, so dass

MAU={x€ U] pi(x) = ... = gn_g(x) = 0}

erfiillt ist.
(ii) Es gilt dim{dpi(p),....,dpn—q(p))r = n—d.
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Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten durch Karten

Satz (9.2)

Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R". Dann
gibt es fiir jeden Punkt p eine offene Umgebung U im R" und
einen €1-Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine offene Teilmenge
V C R", so dass

pMNU) = {0}"9xRY)NV

erfiillt ist. Man nennt ¢ eine Karte der Untermannigfaltigkeit und
das Paar (U, ¢) eine Koordinatenumgebung des Punktes p.




Lokale Extrema auf Untermannigfaltigkeiten

Definition (9.3)
Sei M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"” und

f: M — R eine reellwertige Funktion auf M. Man bezeichnet
einen Punkt p € M als

(i) globales Maximum auf M, wenn f(p) > f(x) fiir alle x € M
gilt und als

(i) lokales Maximum auf M, wenn eine Umgebung U von p im
R" existiert, so dass f(p) > f(x) fiir alle x € M N U erfiillt
ist.

Entsprechend sind globale und lokale Minima auf M definiert, und
wie immer ist ,, Extremum auf M* der gemeinsame Oberbegriff fiir
Minimum und Maximum.




Notwendiges Kriterium fiir Extrema unter Nebenbed.

Satz (9.4)

Seien M eine d-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R",

U C R" offen, pe M N U und 1, ..., on_g Funktionen, so dass
die Bedingungen (i) und (ii) aus Def. 9.1 erfiillt sind. Es sei

f: U — R eine weitere €1-Funktion. Ist p ein lokales Extremum
von f|pmnu, dann gibt es reelle Zahlen Aq, ..., A\p—q € R, so dass
in Z(R", R) die Gleichung

n—d
df(p) = Z)\jdgoj(p) erfillt ist.
j=1

Man bezeichnet die Zahlen \; mit dieser Eigenschaft als
Lagrange-Multiplikatoren.
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