
Satz über implizite Funktionen

Satz (7.11)

Sei X = Rm, Y = Rn und U ⊆ X × Y offen. Sei außerdem
f : U → Y eine stetig differenzierbare Abbildung und (a, b) ∈ U
eine Nullstelle von f mit der Eigenschaft, dass ∂Y f (a, b)
invertierbar ist. Dann gibt es Umgebungen U ′ ⊆ X von a und
U ′′ ⊆ Y von b mit U ′ × U ′′ ⊆ U und eine stetig differenzierbare
Abbildung g : U ′ → U ′′, so dass die Äquivalenz

f (x , y) = 0Y ⇔ y = g(x) für alle (x , y) ∈ U ′×U ′′ erfüllt ist.



Die Ableitung der impliziten Funktion

Folgerung (7.12)

Die Funktion g : U ′ → U ′′ aus dem Satz hat an der Stelle a die
Ableitung

dg(a) = −∂Y f (a, b)−1 ◦ ∂X f (a, b).













§ 8. Höhere Ableitung und lokale Extremstellen

Notation:

V ,W endlich-dimensionale, normierte R-Vektorräume

U ⊆ V offen, f : U →W diff’bare Funktion

Dann ist auch L (V ,W ) ein endlich-dimensionaler R-Vektorraum
und die Ableitungsfunktion von f eine Abbildung

df : U −→ L (V ,W ) , x 7→ df (x).



Definition der zweimal differenzierbaren Funktionen

Definition (8.1)

Ist die Abbildung df auf U stetig, dann bezeichnen wir f als stetig
differenzierbare Funktion. Ist sie darüber hinaus in jedem Punkt
x ∈ U differenzierbar, dann sprechen wir von einer zweimal
differenzierbaren Funktion.







Eine Hilfsaussage aus der Linearen Algebra

Satz (8.2)

Jedem Element φ̂ ∈ L̂ n(V ,W ) kann durch die Definition

φ(v1, ..., vn) = φ̂(v1)(v2) ... (vn)

ein Element in L n(V ,W ) zugeordnet werden, und die Abbildung

Φ : L̂ n(V ,W )→ L n(V ,W ) , φ̂ 7→ φ

ist ein Isomorphismus von R-Vektorräumen.



Höheren Ableitungen und Richtungsableitungen

Proposition (8.3)

Sei U ⊆ V offen, p ∈ U und f : U → R eine n-mal in p
differenzierbare Funktion. Dann gilt für alle v1, ..., vn ∈ V jeweils

dnf (p)(v1, ..., vn) = ∂v1 · · · ∂vn f (p).











Definition der Hessematrix einer Funktion

Definition (8.4)

Sei U ⊆ Rn offen, p ∈ Rn und f : Rn → R eine in p mindestens
zweimal differenzierbare Funktion. Sei E = (e1, ..., en) die
Einheitsbasis des Rn. Dann wird die Darstellungsmatrix
H (f )(p) = ME (d2f (p)) mit den Einträgen

aij = d2f (p)(ei , ej) = ∂ij f (p)

die Hesse-Matrix von f an der Stelle p genannt.



Eindimensionale Taylorpolynome

Erinnerung:
Sei p ∈ N0, sei I ⊆ R ein offenes Intervall, a ∈ I und f : I → R

eine in a mindestens m-mal differenzierbare Funktion. Dann ist das
m-te Taylorpolynom

τm(f , a)(x) =
m∑

k=0

1

k!
f (k)(a)(x − a)k .

von f an der Stelle a definiert.

Satz (8.5)

Sei p ∈ N, I ⊆ R ein offenes Intervall und f : I → R eine
mindestens m-mal differenzierbare Funktion. Seien a, x ∈ I mit
x > a. Dann gibt es einen Punkt ξ ∈ ]a, x [ mit

f (x) = τm−1(f , a)(x) +
1

p!
f (m)(ξ)(x − a)m.



Definition der höherdimensionalen Taylorpolynome

Definition (8.6)

Sei n ∈ N, U ⊆ V offen, p ∈ U und f : U → R eine im Punkt p
mindestens m-mal differenzierbare Funktion. Dann bezeichnet man
die Funktion für x ∈ V gegeben

τm(f , p)(x) = f (p) +
m∑

k=1

1

k!
dk f (p)( x − p, ..., x − p︸ ︷︷ ︸

k-mal

)

als Taylorpolynom m-ten Grades von f an der Stelle p.









Die Approximationseigenschaft der Taylorpolynome

Satz (8.7)

Sei U ⊆ Rn offen und f : U → R eine m-mal stetig differenzier-
bare Funktion. Dann gibt es zu jedem Punkt p ∈ U eine Umge-
bung U0 des Nullpunkts und eine Funktion ψ : U0 → R mit

f (p + h) = τm(f , p)(p + h) + ψ(h)

für alle h ∈ U0 und

lim
h→0

ψ(h)

‖h‖m
= 0.


